
Analyse avancée I, Mathématiques Corrigé 20

20.1. Si f ∈ C2(R) et si x ∈ R, on peut considérer les développements limités:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x+ θh)

2!
h2, ∀h ∈ R,

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x+ θ̃h)

2!
h2, ∀h ∈ R,

où θ et θ̃ sont des fonctions de h telles que |θ| < 1 et |θ̃| < 1.
Ainsi on obtient, si h 6= 0:∣∣∣∣f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
− f ′′(x)

∣∣∣∣ ≤1

2

∣∣f ′′(x+ θ h)− f ′′(x)
∣∣

+
1

2

∣∣∣f ′′(x+ θ̃ h)− f ′′(x)
∣∣∣ .

Puisque f ′′ est continue, pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que∣∣f ′′(x+ θ h)− f ′′(x)
∣∣ ≤ ε, si |h| ≤ δ,∣∣∣f ′′(x+ θ̃ h)− f ′′(x)
∣∣∣ ≤ ε, si |h| ≤ δ.

On obtient ainsi, si 0 < |h| ≤ δ:∣∣∣∣f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
− f ′′(x)

∣∣∣∣ ≤ ε,
ce qui prouve que

lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= f ′′(x).

20.2. Soit x ∈ R et soit h 6= 0. Puisque f est convexe, on a, si λ ∈ [0, 1]:

f
(
λ(x− h) + (1− λ)(x+ h)

)
≤ λf(x− h) + (1− λ)f(x+ h).

En prenant λ = 1
2 , on obtient

f(x) ≤ 1

2
f(x− h) + 1

2
f(x+ h),

et par suite
f(x− h) + f(x+ h)− 2f(x)

h2
≥ 0.

L'exercice 20.1 nous permet de conclure que f ′′(x) ≥ 0.

20.3. (a) Pour n ∈ N, nous utilisons la règle de Bernoulli�L'Hospital

lim
x→∞

xn

exp(x)
= lim

x→∞

xn−1

exp(x)
= ... = lim

x→∞

x

exp(x)
= lim

x→∞

1

exp(x)
= 0



(b) Pour P (x) = anx
n + an−1x

n−1....+ a0, nous observons que

lim
x→∞

P (x)

exp(x)
=
∑

0≤i≤n
lim
x→∞

ai
xi

exp(x)
= 0

Puisque limx→∞Q(x)→ ±∞, nous observons

lim
x→∞

P (x)

Q(x) exp(x)
= 0

(c) Nous observons que
d

dx
exp(−x) exp(x) = 0

donc

exp(−x) = c

exp(x)

pour c ∈ R \ {0}. Pour cette raison, limx→−∞ exp(x) = 0 et

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

exp(−1

x
) = 0

Donc f est continue en 0.

Nous utilisons le théorème de Darboux:

f ′(0) = lim
x→0,x<0

f ′(x) = lim
x→0,x<0

2

x3
exp(− 1

x2
)

= lim
x→0,x<0

2c

x3 exp( 1
x2 )

= 0

(De même pour limx→0,x>0 f
′(x).)

(d) Nous appliquons plusieurs fois le théorème de Darboux et nous calculons:

lim
x→0,x>0

f (2)(x) = lim
x→0,x>0

(− (6x2 − 4)c

x6 exp( 1
x2 )

) = 0

lim
x→0,x>0

f (3)(x) = lim
x→0,x>0

(−(24x4 − 36x2 + 8)c

x9 exp( 1
x2 )

) = 0

. . . . . .

etc.
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