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19.1.

19.2.

19.3.

On pose p(z) = f(a)+ f'(a)(x—a) et h(z) = f(z)—p :c)—%(x—a)z. On a h(a) = h(b) = 0.

Par le théoreme de Rolle, il existe & €]a, b] tel que h'(§) =0
Calculons ) )
) = £'0) =/ (a) - 2L E D a0,

on a donc h'(a) = f'(a) — p'(a) = 0.

En réutilisant le théoréme de Rolle encore une fois sur h’ on aura 'existence de ¢ €]a, £[ tel que
h"(c) = 0.

Ainsi,

= F0) = p0) + 5 (@b~ 0> = fla) + F(@)(b—a) + 3 f(c)(b— a)”

Puisque z < y < z, on a ==% €0, 1[. Posons donc A = Z=2. On obtient 1 — X\ = =" et on a bien

z zZ—X

y=x+(1-2X)z.

Puisque f est convexe, on a f(y) < Af(x) + (1 — \)f(2) et ainsi

f) < i)+ L2 1z).

z—x z—x
On obtient donc
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y—x z—x)(ly—xz) y—= z—x z—x
De méme, on aura
fy) — f(z) 1 y—w 1 f(x) = f(2)
z—y Sz—acf(ac)—l_<(z—gr:)(z—y) z—y)f()_ z—x @)
En résumé, (1) et (2) impliquent
F) - @) _ F&)~ f@) _ f(2)~ F)
Yy— B Z—x B zZ—=y

Six =y, la relation donnée par l'indication est évidente. Si x < y, on a trois situations possibles:
xo<xT <y ou r<x9<YyY ou T <y < xp.

Dans les trois cas on vérifie en utilisant ’exercice 1 que

f(z) = flzo) _ fy) = f(zo)
T — 2o o y—xzo
Posons pour x # xo,
sy L) =)



On a donc montré que g est définie sur I — {xg} et que g est croissante. De plus, g est bornée
au voisinage de xo; en effet, il existe 6 > 0 tel que V' = [xg — d,z0 + d] \ {zo} C I et en posant
M = g(xg —9) et M = g(xp+ 0), puisque g est croissante sur I, on a

M <g(z) <M, VreV.
En utilisant I’exercice 10.1, on a

lim g(z) et lim g(z) existent.
x?xo I;%Z’o

Ainsi, fi(wo) et fy(zo) existent. De plus on a, si x # x¢

f(@) = f(0)

r — o

f(@) = fzo) + (z — o)

et puisque fj(zo) et fy(zo) existent, alors on a

lim f@) = lim f(z) = flxo)

T—T0 Tr—xQ
< >

ce qui montre que f est continue en xg.



