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Série 7

Exercice 1. Montrer le Lemme 3.2 : Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne et soit λ
une valeur propre de A avec le vecteur propre x correspondant. Montrer que λ est réel.

Exercice 2. Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A−1 sont aussi
positives.

Exercice 3. Soit A,B ∈ Rn×n des matrices symétriques dont toutes les valeurs propres
sont strictement positives. Montrer que toutes les valeurs propres de la matrice A + B
sont aussi strictement positives.

Exercice 4. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie positive, c’est-à-dire que
toutes les valeurs propres de A sont positives. Montrer qu’il existe une matrice symétrique
définie positive B ∈ Rn×n telle que A = BTB.

Exercice 5. Soit U ∈ Rn×n (resp. U ∈ Cn×n) tel que les colonnes de U forment une base
orthonormale par rapport au produit scalaire standard (resp. par rapport au produit
hermitien standard).

1. Montrer que U est une matrice orthogonale (resp. unitaire).

2. Montrer que les lignes de U forment une base orthonormale de Rn (resp. Cn).

Exercice 6. Soit A la matrice hermitienne

A =

 3 2− i −3i
2 + i 0 1− i

3i 1 + i 0


Trouver une matrice P ∈ C3×3 telle que P ∗ ·A ·P est une matrice diagonale. Les éléments
de la matrice P sont de la forme a+ ib où a, b ∈ R.

Exercice 7. Soit A une matrice réelle symétrique, différente de la matrice zéro, telle
que tout coefficient sur sa diagonale est zéro. Montrer qu’une telle matrice est indéfinie,
c’est-à-dire, qu’il existe deux vecteurs u 6= v tels que uTAu < 0 < vTAv.
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