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Série 5
Exercice 1. Soient B = {by,...,b,}, n € N5y, une base d'un espace euclidien V' de
dimension finie et B* = {b},...,b:} la base orthogonale résultant du procédé de Gram-

Schmidt sur B. Laquelle des assertions suivantes est vraie ?

a) span{bg,...,b,} = span{b},..., b} pour tout k =1,...,n.

b) Pour un vecteurp € Voup =3 " a;b; = >, Bibr, avec o, B; € R. Siay, =0
alors By = 0 pour tout k =1,...,n.

) |[bx]l < ||b|| pour tout k =1,...,n.

d) Pour un vecteur p € V oup = > " auby = > Bibr, avec o, f; € R, Si
ay # 0 alors By, # 0 pour tout £k =1,...,n.

NN

Exercice 2. Soit V un espace vectoriel sur R de dimension fini, muni d’une forme
bilinéaire symétrique (-,-). Soit B = {by,...,b,} une base orthogonale et U = span{b; :
i =1,...,n, (b;b) > 0}. Montrer que (-,-) restreint & U est un produit scalaire du
sous-espace U.

Exercice 3. Soit (-,-) le produit scalaire ordinaire dans R™. Trouver une factorisation
A = A*R du corollaire 2.19 de la matrice

1 0 0
100 11 -
. 1 10 4x3 . . (n+1)xn
A1 = 01 1 eR s AQ = 0 1 .0 eR .
0 0 1 1
0 0 1
Exercice 4. Soient les vecteurs
2 0 -1 -1
12 |1 1 10
u = 9 ) V1 = O ) Vg = 0 ) U3 = 1
2 1 0 0

Quelle est la distance entre u et V' = span{vy,ve,v3}7 La distance entre u et V est
dist(u, V) = mingyey ||u — v||, ot la norme ||-|| est par raport au produit scalaire ordinaire.
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1 -2 12

Exercice 5. Soient A= 1 4 et b= | —13 |. Alors, la solution des moindres
1 -2 10
carrés x = il du probléme min, g2 ||Ax — b||? satisfait
2

L] a) 2y =3 L] b) 2y =-3.
L] o)z =4 L] d) 2y = —4.

Exercice 6. Soient v, et vy € Zg donnés par

V1 =

OO~
O~ = O

On considere la forme bilinéaire standard (z,y) = >, x;y;. Trouver une base de span{vy, vs }*.
Est-ce que
Zy = span{vy, vz} @ span{vy, va}7

Exercice 7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur R, et (-,-) un produit
scalaire. Montrer que V = W @ W+ est satisfait pour tout sous-espace W C V. Conclure
que dimV = dim W + dim W+.

Exercice 8. On considere I'espace euclidien C'([0, 1]) des fonctions continues sur 'intervalle
0, 1] avec une fonction définie par

(-,-): C([0,1]) x C([0,1]) = R

(.9 H/f

(i) Montrer que (-,-) est un produit scalaire.

(i) Soit V le sous espace engendré par f(z) = z et g(zr) = x?. Trouver une base

orthonormale de V.

(iii) Sois V' le sous espace engendré par {1,z,2?}. Trouver une base orthonormale de
V.



