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Série 12

Exercice 1. Soit G = Z . € Z**? un matrice symétrique, unimodulaire, et définie

positive. Montrer qu’il existe une matrice unimodulaire U telle que G = UTU.

Remarque: L’énoncé est vrai jusqu’a la dimension 7, mais en dimension 8 il existe un
exemple ou la décomposition n’est pas possible.

Exercice 2. Montrer qu'un réseau entier A(A), pour une matrice A € Z™*" de rang
ligne plein est un groupe abelien.

Exercice 3. Montrer que pour chaque n, il y a une matrice A € Z"*+1) avec colonnes
A= (ay,...,a,41) tel que les assertions suivantes sont vraies:

i) Pour chaque i € {1,...,n + 1}, Pensemble R; = {a1,...,a;—1,0i11,---,Qns1}
forme une base d’espace vectoriel R".

i1) Aucune sous-matrice A;, définie comme la matrice A sans la i-éme colonne, ne
génere le méme réseau entier que A, c.-a-d. V A;: A(A) # A(4;), ou

A(A) = { Z a;zj

J=1

A(4;) :{ Y ayz

J=1,j#i

zjeZ,je{l,...,nJrl}}

zjez,je{l,...,n+1}\{i}}.

Exercice 4. Montrer que d dans le lemme 5.6 est le gcd de la premiere ligne de A. En
d’autres mots, montrer le lemme suivant.

Lemme. Soit A € Z™*™ une matrice en nombres entiers de plein ligne rang, alors il existe
une matrice unimodulaire U € Z"*", tel que la premiere ligne de AU est de la forme
(d,0,...,0) ou d=ged(a1,a12,...,01n)-



Exercice 5. Calculer la forme normale de Smith pour

312 9 0 -3 3 12 9 0 -3

4 1 0 1 1 4 1 0 1 1
A= 7 3 21 0 8| B = 5 =5 15 0 10

7 6 4 5 2 7T 6 4 5 2

(Vous pouvez utiliser le fichier python sur la page web du cours.)

Exercice 6. Soit G un groupe. Le centre de G est définie par Z(G) = {z € G | zg =
gz Vg€ G}

i) Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

i1) Montrer que si G est abelien, alors Z(G) = G.

Exercice 7. Soit H un sous-groupe de G, tel que pour chaque a € G,ilyaun b € G
avec aH = Hb. Montrer que H est un sous-groupe normal de G, H < G.

Exercice 8. Soit N <G et K <1 G. Montrer que NN K <G.



