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Série 8 - Corrigé

Exercice 1.

1. Soient G, H C R" des sous-espaces de R™ avec le produit scalaire standard tels que
k = dim(G) > dim(H). Montrer que G possede une base orthonormale wy, . .., wy
telle que wy, L H.

2. Pour deux matrices A, B € K™, montrer que Tr(AB) = Tr(BA).

Solution.

1. Soient ¢ = dim(H), Bg € R™* telle que les colonnes de Bg foment une base de
G, et By € R™ ¢ telle que les colonnes de By foment une base de H. Définir
g: R¥ = G par x — Bgx, et h: G — R parz+— BL,x. Onah(z) =02 1L H.
On définir f := hog. Alors, car f : R¥ — R® avec k > (, il existe y € ker(f),
y # 0. Parce que g(x) = Bgx et Bg est de rang plein, on a 0 # z := g(y) € G. Ca
implique que z € ker(h) NG et alors z L H.
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Exercice 2. Considérer ’ensemble de points

=) () (B) Gy e

Trouver un sous-espace de dimension 1 H < R? atteignant

D:= mi dist(a, H)?
Imin, Z ist(a, H)

dim(H)=19€M

et déterminer D.



Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M, 1i.e.

1 0
0 —1
A=15 4
0 3

Par le Théoréme 3.19 du cours, nous devons trouver une décomposition AT A = U diag(A1, \2)U7T,
et la colonne de U correspondant a la valeur propre la plus grande engendrera le sous-
espace voulu. Ainsi, on diagonalise AT A:

7, (26 =20
AA_<—20 26)

det(ATA — \I) = (26 — \)? — 400
= (A —46)(\ —6)

- e (W A )

Donc le sous-espace H = {t(_11)| t € R} est le sous-espace voulu et la valeur D est

D =Y dist(a, H) = > |al® - % (aT (_11>)2 — 52 — 46 = 6.

aceM aeM

Exercice 3. Trouver la solution minimale des systemes d’équations:

4$1:b1,
xlzbl7
Ox1:b27
T+ T2 = by, Ty = by, T — b
l’lzbg, 3 3
O$2:b4.

Solution. Soit A € K™, ¢ € K™ b ¢ K™ La solution minimale du systéme
Ax = b, est définie comme x™ = A*D. Elle satisfait ||Az™ —b||y < ||Az—D||o, Vo € K™ .

1. La matrice associée au premier systeme est
A=(11).

On peut trouver une décomposition en valeurs singulieres A = PDQ. On trouve

P=1, D= (V2 0), Q=%G _11)

Donc on a

1/1
+ * )yt px _
w=gor =5 (3)

(i)

et

xT=A"Th =

N | —



2. La matrice associée au deuzrieme systeme est

A=|1
1

On peut trouver une décomposition en valeurs singulieres A = PDQ. On trouve

1/v3 —2/v6 0 V3
P=|1/vV3 1/V6 -1/v2|,. D=0 |, Q=1.
1/vV3 1/vV6  1/V2 0
Donc on a
A*zQ*D*P*:%(l 1 1)
et

1
JZ+ :A+b: g(bl +b2+b3).

3. La matrice associée au troisieme systéeme est

4

o O OO
o N O O

0
0
0
On peut trouver une décomposition en valeurs singulieres A = PDQ. On trouve

, Q=

O = O
o O O =
o O =
o O O
S O =
o O O
O = O
_— o O
o O =

Donc on a

et

by /4
xT=A"Th = 0
bs/7

Exercice 4. Soit A, B € C"*". Montrer que

IAB|[r < [|All# | Bl »

3



Solution. Soit A € C™*" et soit x € C". On commence par montrer que
[Az([2 < [[All 2|2

Soient Ay, ---, A, les lignes de A. On a

| Az]5 =
n[E

= (Al z) o4 (A}, x)?
stMwm+m+WM@w%

= I+ + A3l
= | Allpllz]l2

ot l"inégalité découle de Cauchy-Schwarz.
Soit B € C™™" et soient by,--- , b, les colonnes de la matrice B. Alors
[ABII = || (A6 -~ Ab)|
= \/HAblH% + oo 4[| Aba3
< JIAIZ B + -+ JARI5.]13 par la premiere partic

= AL 10203 + -+ 11bal3

= [|All7 | BllF-
Exercice 5. Soit
13/10 9/10 1
A /2 3/2 -1
- | 13/10 9/10 -1
/2 3/2 1

Pour k£ =1, 2, calculer 'approximation A; de rang k de A, vue dans le cours, ainsi que
|A = Al [A = Aulfs, |A = As|r, |A = Asl].

Solution. On calcule les valeurs singulieres :

13 9 10

13 5 13 5 3.88 3.84 0

1 —
ATAZW 9 15 9 15 153 195 _18 = (384 6.12 0
10 =10 =10 10/ \ 2" = |, 0 0 4



det(ATA — \I) =

< (4= X\ = 10N +9) =
® A=A -D(A-9) =
= (01,09,03) = (3,2, 1).

Puisqu’on ne s’intéresse qu’a Ay et As, on ne doit calculer que les deux premiers vecteurs

propres :

(ATA—90)v; =0

(ATA—4l)vy, =0

—5.12x +3.84y =0 —0.122 +3.84y =0
=4 3.84z — 2.88y =0 =4 3.84x + 2.12y =0
-5z =0 0 =0
3/5 0
U1 = 4/5 =v3=10
0 1
Alors on calcule uq et uy :
1/2 1/2
w = A _ 12 wy = A2 _ [ —1)2
YT 12 > e | -1/2
1/2 1/2
et on trouve, a l'aitde de exercice a rendre 7 :
1/2 9/10 6/5 0
B o |12 s 4 ~19/10 6/5 0
A=y =319 15 5 0= {919 65 0
1/2 9/10 6/5 0
1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 1
B | —1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 —1
Az =Aitonuy =21 (00 1)+ 9/10 6/5 0 9/10 6/5 —1
1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 1
Rappelons que la norme matricielle || - ||o est définit comme
1A][z = max_|[Az]]

2: |l l2=1

avec la norme euclidienne habituelle au coté droit. Avec la notation du cours, on a

r
A— Ak = E aiuin-T

i=k+1

Comme les vecteurs v; forment une base orthonormée, tout vecteur unitaire x peut étre
représenté comme une combination linéaire de ces vecteurs, c-a-d x = > \jv;, avec des co-
efficients \; tels que > \? = 1. Les vecteurs u; forment également une base orthonormée,

bt



donc

2 2

T

r
i=k+1 2 i=k+1 9
T T T
= Z TiA} ||uz||§ < ‘713+1 Z AP < Uiﬂ Z Ai :UI%H-
i=k+1 i=k+1 i=k+1

Mais on voit facilement que cette borne est atteinte par x = vgyq. Par conséquent,
||A — Aglla = oks1, €t les normes sont :

A= Aifl2=2, [[A= Al =1

On observe que les valeurs singulieres de (A — Ay) sont oj4q,...,0,, donc on utilise
Lemme 3.23 pour obtenir

5 1/2
||A—A1||F: (ZO’?) :(0'3_’_0-;)1/2:\/57
=2

: 1/2
[|A — Asllp = (ZU?) 2(05)1/2:1.
i=3

Exercice 6.

a) Pour chaque matrice A, montrer que o < %, pour toutes les valeurs singulieres
1> >0, > 0.

b) Pour 1 < k < r, montrer qu'il existe une matrice B de rang plus petit ou égal a k
telle que ||A — Bl|s < %, ot on dénote [ Afls = [|[All| = supy, = [|Az]|2-

c¢) Est-ce que la norme euclidienne du coté gauche de 'inégalité dans (b) peut étre
remplacée par la norme de Frobenius 7

Solution.

a) On sait que ||Allp = \/Y.;_,02 ol oy > 09 > -+ > 0, > 0 sont les valeurs

singuliéres de A (Lemme 3.23). Donc

k
koi < Za? <
=1 %

et on obtient ko, < ||A||F.

r

o = [|All%.
1

b) On a vu dans le solution pour ezx. 5 que
||A - Ak||2 = Ok+1

(ot on met 0,41 = 0). Donc, on utilise (a) et on obtient que ||A — Ag|la = o1 <
o < 1Al
—_— k .



c) On sait aussi que pour toute matrice B telle que rang(B) < k,
1A= Bll% > [|[A— Az = ) o
i=k+1

Pour montrer que l'affirmation est fausse en général si on remplace la norme eucli-
dienne par la norme de Frobenius, on cherche A et k tels que ||A— Ag||% > 1]|All%,

c’est-a-dire
T 1 T
2 2
DEEINY
1=

i=k+1
Soit A = Iy (la matrice identité de taille 5 x 5), et k = 2. Alors on a r = 5,
op=---=o05=1, ||A||2 =5 et finalement
4 A=Y =55 5 = 1AIE
T 2k

Exercice 7. Montrer Lemme 4.3 dans la polycopié:
On considere le systeme suivant

xi(t) = anxi(t) +---+ ax,(t)
xh(t) = anxi(t) +---+ aXxuy(t)

' (1)
x (1) = amxi(t) +- -+ apnXxu(t)

ou les a;; € R. L’ensemble 2" = {x: x est une solution du systeme (1)} est un espace
vectoriel sur R.

Solution. Soient x,y : R = R" avec x,y € 2, a € R, et A = (a;;)1<ij<n) la matrice

de systeme (1). Carx € 2, on a Lx(t) = Ax(t), et le méme pour y. Donc,

Lt ay)(t) = ox(t) + aoy()

= Ax(t) + aAy(t)
= A(x(t) + ay(t)).

Alors, Z  est complété sous addition et multiplication par un scalaire. Les autres pro-

priétés resultant car Z  est une sous-ensemble de l’espace des fonctions differentielles
R — R".

Exercice 8. Soit A € R™*". Montrer que Le#* = Ae



Solution. Par définition, on a

1

1
tA 2 42
e —I—i—At—l——Q!tA +3!

1

BA L A
n!

Alors

d 1 1 1
S = 0 A4 A2+ 32A% 4 A
€M =0 A D20 4 BEAT +

1 1
:0+A+ﬂtA2+§t2A3+---+ AT 4

(n—1)!
—A(I+At+lt2A2+lt3A3+---+lt"A”+---)
B 2! 3! n!

Exercice 9. Soient A, B, P € C™*" telles que P est inversible et A = P~'BP. Montrer
que e = P71eBP.

Solution. Par définition,

| —

k
!A.

?TA

)
GA = E
k=0

Or, comme PP~ =1, on a

A¥ = (P7'BP)* = p'BPP'BP...-P'BP = P7'B*P,
k fois

donc
1 1
A _ L oipkp _ p-1 1ok _ p-1.B
e _kg k!P B"P=P (g k!B)P_P e” P
=0 =0

ot on peut échanger l'ordre de multiplication et d’addition car la somme converge.



