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Prof. Eisenbrand

Lineare Algebra (Herbst 2014)

Ubung 14

Abgabe zur Erméglichung der Korrektur nur bis 17.12.2014.

Aufgabennummern beziehen sich auf Ausgabe: David C. Lay: Linear Algebra and its Applica-
tions. Fourth international Edition (Pearson).

Wir empfehlen zusétzlich die I"Jbungen mit ungerader Nummer im behandelten Kapitel des
Lehrbuches. Losungen hierzu finden sich am Ende des Buches.

Aufgabe 1

1. Bestimmen Sie eine orthogonale Diagonalisierung von

A= (_92 ‘62>.

2. Sei A= [Z Z] mit det A # 0 und Q(x) = =T Az eine quadratische Form.
Fiir welche Werte von det(A) und a ist die @ positiv definit, negativ definit beziehungsweise
indefinit?

Loésung;:

1. Die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren sind

)\1:5, V1—<;>; )\2:10, V2—<_21>.

Zur orthogonalen Diagonalisierung benotigen wir orthonormale Eigenvektoren. Obige Eigen-
vektoren sind bereits orthogonal (da zu verschiedenen Eigenwerten), also miissen wir sie nur

noch normalisieren:
1 1 /1 1 1 2
u=—vy = — U = —vVg = — .
1 i 1 NACIA 2 v 2 VAW

_21> (zuféllig symmetrisch) erhalten wir

1 /1 2 5 0 1 /1 2
_ T _ - . =
amror' =2 (0 %) (6 o) (56 2)
2. Um zu tberpriifen, ob die quadratische Form @) positiv oder negativ definit ist, miissen wir

die Eigenwerte von A bestimmen. Diese Eigenwerte A\; und Ao sind Nullstellen des charakter-
istischen Polynoms:

1

; N
MltP—\/g<2

M—(a+dA+ad—0*=0=(\—X\)(\— o)

Wir erhalten also A\; + Ao = a + d und A\ \y = ad — b% = det A.



@ ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A echt positiv sind (das heisst
genau dann, wenn det A > 0 und a + d > 0 gilt).

@ ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A alle echt negativ sind (das heisst
genau dann, wenn det A > 0 und a + d < 0 gilt).

@ ist indefinit wenn die Eigenwerte von A verschiedene Vorzeichen haben (das heisst genau
dann, wenn det A < 0 gilt).

Da det A > 0 erfiillt genau dann ist, wenn ad > b?> > 0 gilt, miissen daher a und d das gleiche
Vorzeichen haben. Das bedeutet, dass die Bedingung a + d > 0 (beziehungsweise a + d < 0)
durch a > 0 (beziehungsweise a < 0) ersetzt werden kann.

Aufgabe 2
1. Zeigen Sie: Wenn A orthogonal diagonalisierbar ist, dann ist auch A? orthogonal diagonal-
isierbar.
2. Sei
5 —4 -2
A=1|-4 5 2
-2 2 2

Bestimmen Sie eine orthogonale Diagonalisierung von A.

3. Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum der Funktion f(z,y) = 522 — 42y + 5y? auf
dem Einheitskreis 22 + % = 1.

Loésung;:

1. Wenn A orthogonal diagonalisierbar ist, dann existiert eine invertierbare Matrix P mit PT =
P71, so dass A = PTDP fiir eine Diagonalmatrix D. Damit gilt auch

A*=(P'DP). (P"DP) =P"'D?P
und somit ist A2 auch orthogonal diagonalisierbar.

2. Mit Hilfe des charakteristischen Polynoms finden wir die Eigenwerte 1 (mit Vielfachheit 2)
und 10. Dann berechnen wir die zugehorigen Eigenvektoren und erhalten

1 1
vi=11 und vy = |0
0 2
-2
zum Eigenwert 1 und vg = | 2 | zum Eigenwert 10.
1
Da vy und v nicht orthogonal sind, wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten
1/2
v’y = [=1/2|. Damit ist bdvi,v’s,v3 eine orthogonale Menge von Eigenvektoren von A.
2

Um eine orthogonale Diagonalisierung von A zu erhalten, miissen wir diese Vektoren noch
normieren und erhalten:

1/v2 1//18 —2/3
uy = 1/\/5 U2 = —1/\/@ us = 2/3
0 4/v/18 1/3



Es gilt also A = PDPT mit

-2/3 1/v2 1/V/18 10 0 0

P=12/3 1/v¥/2 -1/y/18| und D= |0 1 0
1/3 0  4/V18 0 0 1

Die Spektralzerlegung von A ist
A = wul +uoud + 10uzud
1 10 1 -1 4 4 —4 =2
1 1 1

= 3 1 1 0|+ 8 -1 1 —4|+ 50 -4 4 2

0 0 O 4 -4 16 -2 2 1

3. Die orthogonale Diagonalisierung der Matrix von Q(z1, z2) = 53;% —4dxi1x0 + 5:17% ist

(5 )50 )60 R0 L)

und wir erhalten die quadratische Form ohne gemischte Terme:

L [z + Z1 L (y1+ye
R(y1,2) = 3y + Ty2, <m>_< : - .
(y1,92) = 3yi + Ty3 w) = /5 \ar - o 22) = a3 \y1 - v
Es ist zu beachten, dass ein solcher Variablenwechsel den Kreis #? + 22 = 1 nicht verliisst,
denn
1 2 1 2,
2,2
t+y; = —=@1+z + | —=(x1—2 = x7] + x35.
yi s (\@(1 2)) (ﬂ(l 2)) 1+ 5
Die urspriingliche Frage ist somit dazu aquivalent, das Minimum und das Maximum von
R(y1,y2) = 3y? + Tys auf dem Einheitskreis 47 + y3 = 1 zu finden. Dies aber nun viel
einfacher: Das Minimum wird fiir (y1,y2) = (£1,0) und das Maximum fiir (y;1,y2) = (0,+1)

angenommen, das heisst das Minimum ist R(1,0) = 3 und das Maximum ist R(0,1) = 7. Also
sind 3 und 7 auch der minimal bzw. maximale Wert von f(z,y) auf dem Einheitskreis.

Aufgabe 3
1. Fiir v € R", was ist v!'v beziehungsweise vv’?
2
Geben Sie die Projektionsmatrix an, die einen Vektor in den von v = | 3 | aufgespannten
6
Unterraum von R? projeziert, und nutzen Sie sie, um
-1
x = [ —1 | in diesen Unterraum Span(v) zu projezieren.
1

2. Seien x = <x1>7 Y= (yl) zwei Vektoren aus R2.
T2 Y2

(a) Finden Sie die Matrix A zur quadratischen Form

Q(x) = 22 + 10z 25 + 3.



(b) Bestimmen Sie einen Variablenwechsel x = Py, der die quadratische Form Q(«) in eine
quadratische Form Q(y) = ay? + by (ohne gemischte Terme) iiberfiihrt. Geben Sie a
und b an.

3. Wir betrachten die quadratische Form

Q(x) = 1322 + 2222 + 522 + 122129.

Terme. Geben Sie die Matrix P an.

Loésung;:

1. Esist v -v = ||v||? die Norm von v (also eine Zahl), und v - v7 ist eine n x n Matrix, nimlich
die um ||v||? skalierte Projektionsmatrix. Durch Normieren mit W erhalten wir also die

gesuchte Projektionsmatrix P = % Dass P wirklich in den Unterraum Span(wv) abbildet,
kann man wie folgt sehen:

v-vl vl x
P -x= L= U
vl v v v

Fiir das Beispiel in der Aufgabenstellung erhalten wir

4 6 12 -1 2
) 1 1 1
projSpan('u)(m) =P .xz= E 6 9 12 -1 = E 3] = EV'
12 18 36 1 6

2. (a) Die zur quadratischen Form @) gehorige symmetrische Matrix A ist:

!

(b) Die Spalten von P des Variablenwechsels sind die normierten Eigenvektoren von A :
1 /1 -1
=35 o)
Mit & = Py erhélt man

Q(x) = x" Az = y" PT APy = y" Dy = 6y; — 495 = G(y)

wobei die Diagonalelement der Diagonalmatrix D sind die Eigenwerte (6 und —4) von
A.

3. (a) Die zugehorige symmetrische Matrix ist :

13 6 0
A=16 22 0
0 0 5

(b) Die Eigenwerte von A sind 25,10, 5. Somit ist die quadratische Form positiv definit.



(c) Die Hauptachsen von @ sind die normierten Eigenvektoren von A :

1 2
RN
VAR v R
0 0

(d) Mit demselben Vorgehen wie im vorherigen Aufgabenteil erhalten wir Q(y) = 25y +
10y3 + 5y3 fiir

12 9
VA
p=12 —-L o0

VA

0 0 1
Wabhr /Falsch
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr (W) oder falsch (F) sind und begriinden Sie Thre
Antwort.

Kapitel 7.1 und 7.2

1.

2.

Jede orthogonal diagonalisierbare n x n Matrix ist symmetrisch.
Jede symmetrische n x n Matrix hat n verschiedene reelle Eigenwerte.

Eine Matrix A ist orthogonal diagonalisierbar genau dann, wenn A symmetrisch und invertier-
bar ist.

. Die Hauptachsen einer quadratischen Form x’ Az sind die Eigenvektoren von A.

Wenn alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A positiv sind, dann ist die quadratische
Form 2’ Az positiv definit.

Der Ausdruck ||z||? beschreibt eine quadratische Form.

Losung: Kapitel 7.1 und 7.2

1.

2.

W

= g2 = o=



