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Prof. Eisenbrand

Lineare Algebra (Herbst 2014)

Ubung 12

Abgabe bis 08.12.2014 um 11 Uhr in Box vor MA C1 573.

Aufgabennummern beziehen sich auf Ausgabe: David C. Lay: Linear Algebra and its Applica-
tions. Fourth international Edition (Pearson).

Wir empfehlen zusétzlich die I"Jbungen mit ungerader Nummer im behandelten Kapitel des
Lehrbuches. Losungen hierzu finden sich am Ende des Buches.

Aufgabe 1
1. Seien
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u=|-1]1, v=|[-2
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a) Berechnen Sie u’u, vI'v, ulv, ||u|| und |v||.

b) Normieren Sie u und v (d.h. finden Sie Einheitsvektoren mit der gleichen Richtung).
¢) Bestimmen Sie die Distanz zwischen u und v, sowie den eingeschlossenen Winkel.

2. Welche Paare der folgenden Vektoren sind orthogonal?
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3. Zeigen Sie den Satz von Pythagoras (mit Hilfe von Vektoren, Orthogonalitiat, Norm) :
In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Lange der Hypotenuse im Quadrat gleich der Summe
der Kathetenlédngen im Quadrat.

4. Sei S C R™. Zeigen Sie, dass S+ = Span(S)* gilt und dass S+ ein Unterraum von R” ist.

1
Geben Sie fiir S = {[ 1 |} € R3 eine Basis von S* an.
1
Aufgabe 2
1. Seien
0 1 -2
bi=|-1], ba=[1], bs=|[1
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(a) Zeigen Sie, dass B = {by, bz, bz} eine orthogonale Basis von R? ist.
(b) Driicken Sie die Vektoren

10 1
u=|41], v=|-2
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jeweils in dieser Basis B aus.



2. Seien
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Bestimmen Sie vy, so dass {v1, va, v3, v4} eine orthogonale Basis von R* ist. Stellen Sie
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in dieser Basis dar.
3.

3 1 1
y= 1 5 u; = 0 5 g = 1
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Bestimmen Sie die orthogonale Projektion ¢ = projy,(y) von y in den Unterraum W, der von
u, up aufgespannt wird. Geben Sie § sowohl in der Basis B = {u;, us} von W als auch in der
Standardbasis von R? an. Fertigen Sie eine Skizze Ihrer Berechnungen an.

4.
1 1 -2
y=1|1], wi=1(2], u=|{1
1 0 2

Berechnen Sie die Distanz von y zur von u; erzeugten Gerade sowie die Distanz von y zu der
von u; und usy aufgespannten Ebene.

5. Sei A eine m x n Matrix. Zeigen Sie, dass sich jedes € R" zerlegen ldsst in @ = p + w mit
p aus dem Zeilenraum Row(A) und w aus dem Kern ker(A).

Aufgabe 3

1. Zeigen Sie, dass die Rotationsmatrix

cost sint 0
R=|—sint cost 0f,
0 0 1

wobei ¢ eine beliebige reelle Zahl ist, orthogonal ist (d.h. RRT = I = RTR). Berechnen Sie
det R. Bestimmen Sie die Eigenwerte von R und die zugehérigen Eigenvektoren.

2. Zeigen Sie, dass die Spiegelung

0 -1 0
B=|-1 0 0],
0 0 1

orthogonal ist. Berechnen Sie det B. Bestimmen Sie die Eigenwerte von B und die zugehorigen
Eigenvektoren.



3. (a) Zeigen Sie, dass die Spalten der Matrix
1 -3
-2 2
A= 3 2
1 1
eine orthogonale Menge bilden.
(b) Sei U die Matrix, die wir durch Normalisieren der Spalten von A erhalten. Ist UU” eine
Diagonalmatrix? Geben Sie ohne weitere Rechnung an, ob UTU eine Diagonalmatrix ist.
(c) Sei
1
|1
Y= 14
—1
1/3
. T 2/9 N . .
Wir setzen p =UU"y = 139 und z = y — p. Erkléren Sie, warum p € Col(4) gilt
-5/9
und zeigen Sie, dass z zu p und jeder Spalte von A orthogonal ist.
(d) Berechnen Sie die Distanz von y zu Col(A4), d.h. ||z].
Wahr /Falsch
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr (W) oder falsch (F) sind und begriinden Sie Ihre
Antwort.

Kapitel 6.1, 6.2 und 6.3

1.

10.

Seien u,v,w € R". Wenn u orthogonal zu v ist und v orthogonal zu w ist, dann ist u nicht
orthogonal zu w.

. Wenn die Distanz zwischen u und v gleich der Distanz zwischen u und —v ist, dann sind u

und v orthogonal.

Fiir eine quadratische Matrix A sind die Vektoren des Spaltenraums Col(A) orthogonal zu
den Vektoren des Kerns Ker(A).

. Sei W ein Unterraum von R™. Wenn x € R" orthogonal zu jedem Vektor in einer Basis von

W ist, dann gilt x € W+,

. Jede linear unabhéngige Menge von Vektoren ist auch eine orthogonale Menge.

Nicht jede orthogonale Menge von Vektoren ist auch linear unabhangig.
Fiir eine m x n Matrix A mit orthonormalen Spalten und z € R™ gilt ||Az|| = ||z||.

Sei W ein Unterraum von R™. Wenn v sowohl in W als auch in W+ liegt, dann ist v der
Nullvektor.

Sei A eine n x n Matrix. Die Spalten von A sind orthonormal (d.h. sie bilden eine Basis des
R™) genau dann, wenn det(A) = 1 gilt.

Wenn eine m x n Matrix A die Gleichung AAT = [, erfiillt (I, ist n x n Einheitsmatrix),
dann gilt m = n.



