Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne
Prof. Eisenbrand

Lineare Algebra (Herbst 2014)

Ubung 10

Abgabe bis 24.11.2014 um 11 Uhr in Box vor MA C1 573.

Aufgabennummern beziehen sich auf Ausgabe: David C. Lay: Linear Algebra and its Applica-
tions. Fourth international Edition (Pearson).

Wir empfehlen zusétzlich die I"Jbungen mit ungerader Nummer im behandelten Kapitel des
Lehrbuches. Losungen hierzu finden sich am Ende des Buches.

Aufgabe 1

1. Weisen Sie nach, dass A = 4 ein Eigenwert der Matrix

3 0 -1
A=12 3 1
-3 4

ist. Finden Sie einen Eigenvektor zu diesem Eigenwert.

4 3 7 9
2. Ist | =3 | ein Eigenvektor von [ —4 -5 1|7
1 2 4 4
3. Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension fiir den Eigenraum zum Eigenwert A = 3 der
Matrix
4 2 3
B=|-11 =3
2 4 9
Losung;:

1. Wir finden eine Zeilenstufenform von A — 41:

3—4 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 1 01
2 3—4 1 =12 -1 1|4~ |0 -1 —-1]< 1011
-3 4 5-4 -3 4 1 0 4 4 000
x —z —1
= 2z freie Variable, t = —z,y=—2 = |y|=|-2]=2-|-1
z z 1
-1
Damit sollte v.= [ —1 | ein Eigenvektor sein, da (A — 47)v = 0, und tatséchlich gilt auch
1
3 0 -1 -1 —4 -1
2 3 1 -1l =1-4]=4 -1



2. Wir iiberpriifen:

37 9\ /4 0 4
—4 -5 1| |-3]={0]=0-[-3
2 4 4/ \1 0 1

Daraus folgt, dass es in der Tat ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist.

3. Wir miissen eine Basis von ker(B — 3I) finden:

4—-3 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 1-3 -3 |=[-1 -2 3|« (000
2 4 9-3 2 4 6 0 0 O

x —2s — 3t -2 -3

= y| = S =S 1 +t 0

z t 1

—2\ /-3
Wir lesen ab, dass {| 1 |,| O |} eine Basisist. Damit ist die Dimension des Eigenraums 2
0 1

Aufgabe 2

1. Berechnen Sie alle Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren fiir die Matrizen
31 5 4
() o1

2. Bestimmen Sie die Eigenwerte von

-1 0 1
E=1-3 40
0 0 2

und geben Sie jeweils einen Eigenvektor an.

Losung:

1. Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom:

det(C—AI):detC’IA BiA>=(3—A)(3—A)_1.1

=X —6A+8=(A—2)(\—4),

und daher sind A\; = 2 und Ao = 4 die Eigenwerte von C.
Als néchstes bestimmen wir eine Zeilenstufenform von B—21 und B—41, um die Eigenvektoren

B (S (O P (R IR €
R B G P i R



Dann tun wir das Gleiche auch fir D:

det(D — X)) = det (5_1A 1fx> =6B5-AN1=XN)—4-(=1)=X=6A+9=(\-3)2

also ist A = 3 der einzige Eigenwert. Danach finden wir einen Eigenvektor dazu:

(2754 )= (G ) =60 = = (4)

2. Als Erstes berechnen wir wieder die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

—-1-A 0 1

det(E—A)=| =3 4—x 0 :(—1—)\)'46)\ 2EA‘+1.‘_03 3:?’
0 0 2—A
=—A+1)A=49)A=2) = AN =-1, =4, I3=2;
Einen Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = —1 erhalten wir durch:
—1—(-1) 0 1 0 01 -3 5 0
E—-—\I= -3 4—(-1) 0 =-3 5 0]« |0 01
0 0 2—(-1) 0 0 3 0 0 0
5 5
= Yyl = t =t-|1 = wvi=|3 3
z 0 0 0
Analog erhalten wir einen Eigenvektoren zum Eigenwert Ao = 4 durch:
-1-4 0 1 -5 0 1 1 00
E— Xl = -3 4-4 0 =(-3 0 0 )< |-5 01
0 0 2-4 0 0 —2 0 01
100 1 00 0
<~ [0 0 1)< |0 0 1 = vo=|1];
0 01 000 0
Und schliesslich einen Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 2:
-1-2 0 1 -3 0 1 -3 0 1
E— )Xl = -3 4-2 0 =1-3 2 0«0 2 -1
0 0 2-2 0 00 0 0 O
T %t % 2
= Yyl = §t =t 5 = v3=|3].
z t 1 6
Aufgabe 3
1. Sei A eine n x n Matrix mit n reellen Eigenwerten A1, Ag,..., Ay—1, A, (entsprechend ihrer

Vielfachheiten, nicht notwendigerweise verschieden). Zeigen Sie, dass det A das Produkt der
n Eigenwerte von A ist.

2. Zeigen Sie fiir zwei n x n Matrizen A und B, dass AB und BA die gleichen Eigenwerte haben.



3. Zeigen Sie, dass wenn A ein Eigenwert einer invertierbaren Matrix A ist, dann ist % ein

Eigenwert von A~

4. Zeigen Sie, dass A und A7 die gleichen Eigenwerte haben fiir eine n x n Matrix A.

Loésung;:

1. Das charakteristische Polynom von A ist P(z) = det(A — zI). Die Eigenwerte sind die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Somit erhélt man eine alternative Darstellung

Pz) = —2)e—)... (A — ).
Diese Identitat gilt insbesondere fiir alle x und somit auch fiir x = 0. Man erhélt

P(0) = det(A — 0I) = det(A) = (A — 0)... (An — 0) = A1 ... An.

2. Wir bemerken zunéchst, dass es aus Symmetriegriinden ausreicht zu zeigen, dass wenn A ein
Eigenwert von AB ist, dann ist A auch ein Eigenwert von BA. Denn sobald diese Aussage
gezeigt ist, folgt die Gegenrichtung durch Vertauschen der Rollen von A und B.

Wir unterscheiden zwei Falle:

e A=0.
A = 0 ist ein Eigenwert von AB genau dann wenn det(AB) = 0. Da det(BA) =
det Bdet A = det Adet B = det(AB), folgt somit auch det(BA) = 0 und dies ist
wiederum genau dann korrekt, wenn A = 0 ein Eigenwert von BA ist.

e \#0.
Wenn A # 0 ein Eigenwert von AB ist, dann existiert ein Eigenvektor v # 0, so dass
ABv = v gilt. Wir kénnen sofort sehen, dass Bv # 0 (ansonsten wiare ABv = A0 =
0# A da A # 0und v # 0). Nun gilt

BA(Bv) = BABv = B(ABv) = B(A\v) = ABv = A(Bv).

Da nun Bv # 0 bedeutet das, dass Bv ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist flir die Matrix
BA. Somit ist A auch ein Eigenwert von BA (zum Eigenvektor Bv).

3. Wenn A\ ein Eigenwert von A ist, dann gibt es einen Eigenvektor x # 0 mit Ax = Ax. Daraus
folgern wir

1
Ax=)dx=> A MUx=A" D x=x= "1x= A x = X
Das bedeutet, dass 5 ein Eigenwert von A~! ist (zum Eigenvektor x).

4. Wegen det(A — M) = det(A — AI)T und T = I7T gilt det(A — M) = det(AT — A\I). Daher
sind die charakteristischen Polynome von A und A’ gleich und diese beide Matrizen haben
die gleichen Eigenwerte.

Wahr /Falsch
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr (W) oder falsch (F) sind und begriinden Sie Ihre

Antwort.
Kapitel 5.1 und 5.2

1. Eine n x n Matrix A ist nicht invertierbar genau dann, wenn 0 ein Eigenwert von A ist.

2. Wenn vq, v2 zwei linear unabhéngige Eigenvektoren einer Matrix sind, dann sind die zugehorigen
Eigenwerte verschieden.



3. Die Eigenwerte einer Matrix sind deren Diagonaleintrége.

4. Wenn zwei n x n Matrizen A und B zeilendquivalent sind, dann haben sie die gleichen Eigen-
werte.

Losung: Kapitel 5.1 und 5.2
1. W
2. F

3. F

4. F



