Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne
Prof. Eisenbrand

Lineare Algebra (Herbst 2014)

Ubung 1

Abgabe bis 23.09.2014 um 11 Uhr in Box vor MA C1 573.

Aufgabennummern beziehen sich auf Ausgabe: David C. Lay: Linear Algebra and its Applica-
tions. Fourth international Edition (Pearson).

Wir empfehlen zusétzlich die I"Jbungen mit ungerader Nummer im behandelten Kapitel des
Lehrbuches. Losungen hierzu finden sich am Ende des Buches.

Aufgabe 1

1. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden x1 + 2z9 = —13 und 3z1 — 2x9 = 1.

2. Haben die drei Ebenen
r1+2x9+x3 =4, ax90—23 =1 und z1+322 =0
mindestens einen gemeinsamen Punkt?

3. Bestimmen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems

3x1 + 2x4 — x5 = 12,
r3 + 2x4 — dxs = —1,
T5 + 223 — 41 = —8.

und geben Sie die Eintrige as 3 und aq 4 an.

4. Losen Sie jeweils das lineare Gleichungssystem (GLS) durch elementare Zeilenumformungen
auf der erweiterten Koeffizientenmatrix.

(a)

3x1 + 2x0 —x3 =12,
r3 + 2x1 — 4dxs = —1,
To + 223 — 4x1 = —8.

6x1 — 3x0 + 223 = 11
=371 + 2x9 — 1oz = —4
5r1 —3x2+ 223 =9

5. Entscheiden Sie, ob das GLS l6sbar ist (ohne es komplett zu lésen).

r1—2x4 = —3
209 +2x3 = 0
T3+ 3xy =
—2x1 +3r2+2x3+2x4 = 5.



6. Finden Sie die elementare Zeilenoperation, die die erste Matrix in die zweite tiberfiihrt, sowie
ihre Umkehrung.

2 1 3102 1 3
6 3 -5|,l0 6 4
4 -8 6| |4 -8 6

Losung;:

1. Wir betrachten die erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten durch elementare Zeilenum-
formungen:

1 2 -13 1 2 -13 1 2 -13 1 0 -3
3 =2 1 0 —8 40 01 -5 01 =5 |°
Daher ist der Schnittpunkt der beiden Geraden gegeben durch z; = —3 und z9 = —5.

2. Wir l6sen das GLS mit erweiterter Koeflizientenmatrix:

12 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4
01 -11(~f0 1 -1 1(~f(01 —-11
13 0 O 0 -1 1 4 00 0 5

Die dritte Zeile der letzten Matrix zeigt, dass das zugehorige GLS nicht 16sbar ist. Daher
haben die drei Ebenen keinen gemeinsamen Punkt.

3. Die Eintrage sind az 3 = 1, a14 = 2. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

3 0 0 2 -1 12
0 -4 12 0 -1
-4 0 2 0 1 -8

4. (a) Ausgehend von der erweiterten Koeffizientenmatrix des GLS erhalten wir durch elementare

Zeilenumformungen:
3 2 -1 12 1 2/3 -1/3 4 1 0 -—-1/8 23/8 1 0 0 3
2 -4 1 —-1|~|0 -16/3 5/3 -9 |~|0 1 —=5/16 27/16 | ~|[ 0 1 0 2
-4 1 2 =8 o 11/3 2/3 8 0 0 87/48 29/16 0 011

Die Losung des Systems ist also
1 =3, x9 =2, x3=1.
(b) Die Losung des zweiten Systems ist

1'1:2, .’E2:3, 1:3:4)

weil
6 -3 2 11 6 -3 2 11 6 -3 2 11 1 0 0 2
-3 2 -1 -4|~(0 1 0 3 |~(0 1 0 3 |~|010 3
5 -3 2 9 0 1 1 7 0 0 1 4 0 01 4



5. Die erweiterte Koeffizientenmatrix kann durch elementare Zeilenumformungen der letzten
Zeile auf folgende Form gebracht werden:

100 -2 =3
022 0 O
001 3 1
000 0 O.

Da diese Matrix keine Zeile der Form [0000 «] fiir o # 1, ist das zugehérige GLS 16sbar. Da
es aber eine Nullzeile enthéalt, gibt es unendlich viele Losungen.

6. Auf die zweite Zeile wird dreimal die erste Zeile aufaddiert. Die Umkehrung dieser Operation
ist natirlich von der zweiten Zeile dreimal die erste Zeile zu substrahieren.

Aufgabe 2

1. Bringen Sie die folgenden Matrizen in reduzierte Zeilenstufenform

2 -4 3 1 3 123 4 1357
A=|-6 12 —9|, B=|-4 2| , C=1|56 78 wd D=3 5 7 9
4 -8 6 —3 -2 6 7 8 7 57 9 1

2. Fiir welche Werte von h stellen die folgenden Matrizen die erweiterte Koeflizientenmatrix eines
losbaren GLS dar?

1 -3 h 1 h 4
(a)[—2 6 —5}’ (b) [368]'
3. Geben Sie die Losungsmenge des zu der folgenden erweiterten Koeffizientenmatrix gehorigen
GLS an
10 -9 0 4
01 3 0 -1
o0 0 1 -7
00 0 0 1
Loésung;:
1. :
2 -4 3 2 —4 3 1 =2 3/2
A=1|-6 12 -9~ |0 0O 0|~ |0 O 0
4 -8 6 0 0 0 0 0 0
1 3 1 3 1 3] [1 3 10
B=|-4 2|~]0 14|~ |0 14|~ |0 1|~ |0 1
-3 -2 0o 7 0 0] 0 0 00
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
CcC=156 7 8 ~|0 -4 -8 —-12(~|0 1 2 3 |[~(01 2 3
6 7 8 7 0 -5 —-10 -17 0 1 2 17/5 0 00 2/5



1 3 5 7 13 5 7 13 5 7 13 5 7

D= (3 579/ ~|0 4 8 12|~|0 1 2 3|~|0 1 2 3
o 7 9 1 0 8 16 34] 0 4 8 17 0 00 5

1 3 5 7 1 3 5 7] [1 3 5 0 1 0 -1 0

~01 2 3/ ~101220~]01220~]01 2 0

0 001 0 0 0 1] 0 0 01 0 0 0 1

2. (a) Es gilt die Aquivalenz von

1 -3 h 1 -3 h
-2 6 =5 0 0 2h-5|"
Das zur letzteren Matrix gehorige GLS ist:
x—3y=h
0=2h—5;

es ist 16sbar genau dann wenn 2h — 5 = 0, das heisst wenn h = 5/2.

(b) Es gilt die Aquivalenz von

1 h 4 1 h 4
3 6 8 0 3h—6 4 |°
Das zur letzteren Matrix gehorige GLS ist:

x+hy =
Bh—6)y = 4.

Es ist 16sbar genau dann wenn 3h — 6 # 0, das heisst wenn h # 2.

3. Es gibt keine Losung des zugehorigen Systems (wie man an der letzten Zeile erkennt).

Aufgabe 3

In dieser Ubung beschéftigen wir uns mit der Notation von Mengen. Die Menge der natiirlichen
Zahlen bezeichnen wir mit N.

Der Existenzquantor wird mittels 3 geschrieben. Als Beispiel kann man fiir ein y die Aussage “es
existiert eine Zahl z, sodass y = 3z” mathematisch auch schreiben als 3z : y = 3.
Gleichermassen kann man die Aussage “fiir alle x ist y = 32" auch schreiben als Vx : y = 3.

1. Beschreiben Sie in Worten die Menge M; ={n : 3k € Nyn =2k + 1}.

2. Formulieren Sie in mathematischer Schreibweise die Menge aller natiirlichen Zahlen die durch 5
teilbar sind.

3. Beschreiben Sie in Worten die Mengen My U M3 und My N M3 wobei My ={n : Jk € N,;n =
7k} und M3 = {z : Jy € N,z = 9y}.

4. Zeigen Sie, dass Mo N Mg ={q : Ip € Ma,q = 9p}.
5. Zeigen Sie, dass Vo € Mo N M3 Jy € {n : Ik € N;n =21k} : x = 3y.

6. Was ist die Menge (N\ {n : 3k e Nyn=3k})U{n : Ik € N,n =9k}?



7. Was ist die Menge {n : 3k e N,n=9k}\{n : 3k e N,n=23k}7?
Losung:
1. M ist die Menge aller Zahlen die bei Division durch 2 den Rest 1 lassen, d.h. die Menge aller

ungeraden natiirlichen Zahlen.

. A{n | 3k € N:n =5k}.

My U Ms ist die Menge aller natiirlicher Zahlen, die durch 7 oder 9 teilbar sind. My N Ms
ist die Menge aller natiirlicher Zahlen, die durch 7 und 9 teilbar sind, d.h. die Menge aller
natiirlicher Zahlen die durch 63 teilbar sind {n | 3k € N: n = 63k}.

. Sei ¢ € My N Ms. Entsprechend Definition von My und M3 existieren p; und po, sodass

q = 7p1 = 9p2. Dies bedeutet insbesondere, dass 7 | pa (7 ist ein Teiler von ps). Das bedeutet,
dass pa € My und damit folgt ¢ € {z : Jy € My, x = 9y}. Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei
also ¢ = 9p wobei p € Ms. Nach Definition von My existiert ein a € N, sodass p = 7a. Das
bedeutet g =9p=9-7-a. Alsoist g € Mo N Mz daqg="7-(9) und ¢ =9- (7a).

. Sei € My N Ms. Dann gibt es p und ¢, sodass x = 9p = 7¢q. Daher muss 7 | p und 9 | g. Aus

9 | ¢ folgt insbesondere, dass ¢/3 eine ganze Zahl ist und 3 | (¢/3). Wir setzen y = 7¢/3. Nun
folgt x = 3y und weiterhin ist 21 | y da 7 und 3 ein Teiler von y sind.

Dies ist die Menge aller natiirlichen Zahlen die entweder nicht durch 3 teilbar oder durch 9
teilbar sind. Insbesondere ist dies die Menge {n : Fk e Nn=3k+1}U{n : Fk € Nyn =
3k+2}U{n : 3k e N,n=09k}.

Dies ist die leere Menge 0.



Wabhr /Falsch

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr (W) oder falsch (F) sind und begriinden Sie Ihre
Antwort.

Kapitel 1.1

1.
2.

5.
6.

Jede elementare Zeilenoperation ist umkehrbar.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems (GLS) mit Variablen z1, ..., z, ist eine Liste von
reellen Zahlen (sq,...,s,), die jede Gleichung des Systems zu einer wahren Aussage macht,
wenn die Werte s1,...,s, fir x1,...,x, eingesetzt werden.

Zwei Matrizen sind zeilendquivalent wenn sie die gleiche Anzahl an Zeilen haben.

Elementare Zeilenoperationen, die auf die erweiterte Koeffizientenmatrix angewendet werden,
verandern niemals die Losungsmenge des zugehorigen GLS.

Zwei dquivalente lineare Gleichungssysteme konnen verschiedene Losungsmengen haben.

Ein 16sbares GLS hat eine oder mehrere Losungen.

Kapitel 1.2

1

2.
3.

6.

. Die Zeilenstufenform einer Matrix ist eindeutig.
Die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix ist eindeutig.

Wenn die Zeilenstufenform einer erweiterten Koeffizientenmatrix eine Zeile der Form [0005 0]
enthélt, dann ist das zugehorige GLS unlosbar.

Wenn jede Spalte der erweiterten Koeffizientenmatrix ein Pivotelement enthéalt, dann ist das
zugehorige GLS losbar.

. Die Pivotposition in einer Matrix hangt davon ab, ob Zeilenvertauschungen bei der Zeilenre-
duzierung verwendet wurden.

Wann immer ein GLS freie Variablen hat, enthélt die Losungsmenge mehrere Losungen.

Losung: Kapitel 1.1

1
2
3
4
5
6
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Kapitel 1.2
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