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Série 10

* L’exercice 4 peut étre rendu le 11 mai 2017.

Exercice 1. 1. Pour les matrices P € R™X" et Q € R™*?, soit p; la i-eme colonne de P, et ¢; la i-eme
ligne de Q. Montrer que

PQ =Y pigi.
i=1

2. Soit A € R™*¢ une matrice avec décomposition en valeurs singulieres A = PDQ, avec r valeurs
singuliéres o1, ...,0., r < d. Montrer qu’'on a

T
A= "oipigi.
i=1

3. Conclure que 'on peut représenter A comme
A=URY, UeR™" ReR™, VeR™,

ol la matrice U est composée des premieres r colonnes de P, V est composée des premieres r lignes
de @, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs singuliéres sur sa diagonale.

Exercice 2. Trouver la solution minimale des systemes d’équations:

4wy = by,
x1 =by,
0x1 = ba,
T+ @2 = by, z1 = by, e — b
$1:b37 3 3
0$2:b4.

Exercice 3. Montrer le Théoréme 2.18: Soit A € R™*™ une matrice symétrique et f(x) = 27 Az la forme
quadratique correspondante & A. Soit

A1
A=U- - Ut
An
une factorisation de A telle que U = (uq,...,u,) € R™*™ est orthogonale et \y > --- > \,,. Pour 1 </ <n
on a

max  f(#)=Aepi=  min f(2) (1)

zesn! zes"t

zluy,...,xlug rlugyo,...,xluy,

et ug41 est une solution optimale.



Exercice 4. Considérer I’ensemble de points

{6 (5)- () Q)

Trouver un sous-espace de dimension 1 H <IR? atteignant

D= i dist(a, H)?
min, > dist(a, H)
dim(H)=12€M

et déterminer D.

Exercice 5. Soit
13/10 9/10 1

/2 3/2 -1
13/10 9/10 —1
/2 3/2 1

A:

Pour k = 1,2, calculer 'approximation Ay de rang k de A, vue dans le cours, ainsi que

|IA = Ayl[F, |A = Ayl]2, |IA = As|[p, [|A = As|]s.
Exercice 6. a) Pour chaque matrice A, montrer que o < H?/IE‘F , pour toutes les valeurs singulieres

o1 >-->0,>0.
b) Pour 1 < k < r, montrer qu’il existe une matrice B de rang plus petit ou égal a k telle que ||A — B||2 <

Al r
N

¢) Est-ce que la norme euclidienne du c6té gauche de I'inégalité dans (b) peut étre remplacée par la norme
de Frobenius 7

Exercice 7. Soit A, B € C"*™. Montrer que

[ABllr < [|All7|[Bllr



