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Série 7

? L’exercice 8 peut être rendu le 21 avril 2016.

Exercice 1. Soit A ∈ R3×3 la matrice symétrique

A =

 1 −2 2
−2 4 −4
2 −4 4


Trouver une matrice orthogonale P ∈ R3×3 telle que

P ∗ ·A · P =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


où λ1, λ2, λ3 ∈ R sont les valeurs propres de A.

Exercice 2. Soit Q : R3 → R une forme quadratique telle que Q(x) = 9x21 + 7x22 + 11x23 − 8x1x2 + 8x1x3.

a) Trouver une matrice symétrique A ∈ R3×3 telle que Q(x) = xTAx pour tout x ∈ R3.

b) Soit B le base canonique. Trouver une base B′ = {v1, v2, v3} et la matrice de changement de base
PB′B, qui transforme Q(x) dans une forme quadratique sans produits croisés. Les vecteurs v1, v2, v3
sont les axes principaux de Q.

Exercice 3. Pour chaque forme suivante Q, décider si Q est définie positive, définie négative ou indéfinie.
Si Q est indéfinie, trouver un vecteur x tel que Q(x) > 0 et un vecteur y tel que Q(y) < 0.

a) Q(x) = 13x21 + 8x1x2 + 7x22

b) Q(x) = 11x21 + 16x1x2 − x22

Exercice 4. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une matrice
symétrique définie positive B ∈ Rn×n telle que A = BTB.

Exercice 5. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique et inversible. Montrer que si la forme quadratique
xTAx est définie positive, alors la forme xTA−1x est aussi définie positive. [Indice : Considérer les valeurs
propres de A.]
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Exercice 6. Soit A,B ∈ Rn×n des matrices symétriques dont toutes les valeurs propres sont strictement
positives. Montrer que toutes les valeurs propres de la matrice A+B sont aussi strictement positives.

Exercice 7. a) Pour Q : R3 → R définie par Q(x) = 7x21−2x22+3x23, trouver le maximum et le minimum
de Q(x) parmi les vecteurs x qui satisfont ||x|| = 1.

b) Pour Q : R3 → R définie par Q(x) = 7x21 + x22 + 7x23 − 8x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3, trouver le maximum et
le minimum de Q(x) parmi les vecteurs x qui satisfont ||x|| = 2.

Exercice 8. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique dont les valeurs propres sont λ1 ≥ · · · ≥ λn. Soit
K = {l1, . . . , ln−k} ⊆ {1, . . . , n} où 1 ≤ l1 < · · · < ln−k ≤ n et soit B ∈ R(n−k)×(n−k) une sous-matrice
symétrique de A défini par Bij = Alilj (ainsi K marque les lignes et les colonnes de A qui apparaissent dans
la matrice B.)

Soient µ1 ≥ ... ≥ µn−k les valeurs propres de B. Montrer que λi ≥ µi ≥ λi+k, pour i = 1, . . . , n− k.

Exercice 9. Soit K un corps fini et soit char(K) = q un nombre premier. Montrer qu’il existe un nombre
entier k tel que |K| = qk.
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