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Série 6

? L’exercice 7 peut être rendu le 6 avril 2017.

Exercice 1. Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne et soit λ une valeur propre de A avec le vecteur propre
x correspondant. Montrer que λ est reél.

Exercice 2. Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes les valeurs propres
de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A−1 sont aussi positives.

Exercice 3. Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne. Montrer que si x et y sont deux vecteurs propres de
A, Ax = λx, Ay = µy et λ 6= µ, alors x et y sont orthogonaux.

Exercice 4. Soit A ∈ Cn×n une matrice hermitienne et soit B = {v1, . . . , vn} une base orthonormale des
vecteurs propres de A, avec Avi = λivi, pour 1 ≤ i ≤ n. Soit P =

(
v1 v2 . . . vn

)
. Montrer que

P ∗P = In et

P ∗AP =

λ1 . . .

λn



Exercice 5. Soit A ∈ R3×3 la matrice symétrique

A =

 1 −2 2
−2 4 −4
2 −4 4


Trouver une matrice orthogonale P ∈ R3×3 telle que

PT ·A · P =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


où λ1, λ2, λ3 ∈ R sont les valeurs propres de A.

Exercice 6. Soit A la matrice hermitienne

A =

 3 2− i −3i
2 + i 0 1− i

3i 1 + i 0


Trouver une matrice P ∈ C3×3 telle que P ∗ ·A · P est une matrice diagonale. Les éléments de la matrice P
sont de la forme a+ ib où a, b ∈ R.
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Exercice 7. Soit Q : R3 → R une application telle que Q(x) = 9x21 + 7x22 + 11x23 − 8x1x2 + 8x1x3.

a) Trouver une matrice symétrique A ∈ R3×3 telle que Q(x) = xTAx pour tout x ∈ R3.

b) Soit B la base canonique. Trouver une base B′ = {v1, v2, v3}, telle que Q(x) = [x]TB′D[x]B′ , oú D est
une matrice diagonale.

Exercice 8. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie positive, c’est-à-dire que toutes les valeurs
propres de A sont positives. Montrer qu’il existe une matrice symétrique définie positive B ∈ Rn×n telle que
A = BTB.
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