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Série 4

L’exercice 5 peut étre rendu le 24 mars 2016.

Exercice 1. Soit V = R[t]<2. On définit 1, v2,%3 € V* par :

Y1(p(t)) :/0 p(t)dt,  a(p(t) =p'(1),  ¥s(p(t) =p(0),
pour tout p(t) € R[t]<a.
a) Montrer que (11,12,13) est une base de V*.

b) Trouver la base F' de R[t]<o telle que sa base duale F* soit égale a (11, 12,v3).

¢) Soit E = (1,t,t?) la base canonique de Rlt|<o et soit E* = (¢1,¢2,¢3) sa base duale. Trouver la
matrice de passage de la base E* vers la base F*.

d) Soit pu : R[t]l<a — R défini par p(p(t)) = p(2) pour tout p(t) € R[t]<a. Ezprimer p comme combinaison
linéaire de E* et comme combinaison linéaire de F™*.

Exercice 2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n, soit (¢1,...,d,) une base de l'espace dual V*,
et soit v € V. Montrer que, si ¢;(v) =0 pour tout 1 < i <n, alors v =0.

Exercice 3. Considérons le R-espace vectoriel V. = R[t|<a. Pour a € R, définissons la forme linéaire
Yo : V=R, p(t) = p(a). Soient maintenant a,b,c € R. Montrer que les formes linéaires 1q, Yy, . forment
une base de V* si et seulement si les nombres a,b, c sont distincts.

Exercice 4. On définit B : R3 x R3 — R par
ﬁ((ﬂfl, T2,23), (Y1, Y2, y3)) = 2x1y1 — T2y3 — T3Y2 + 5T 1Yy2 + ST2y1 — 8x3Y3.
a) Montrer que (3 est un produit scalaire. Trouver la matrice de 3 par rapport a la base canonique de R3.
b) Le produit scalaire B est-il non dégénérée?
¢) Calculer lorthogonal du sous-espace W = span((1,4,5), (1,4, —4)).

d) Calculer W N W+, La restriction de 3 a W est-elle non dégénérée?




Exercice 5. (*) Soit 5: VxV — K un produit scalaire sur un K -espace vectoriel V et soit W un sous-espace
vectoriel de V.

a) Montrer que la restriction de 8 a W (a4 savoir B|wa : WxW — K ) est non-dégénérée si et seulement
si WN W+ = {0}.

b) On considére le cas particulier ot V = R? et 8 : R? x R? — R est définie par B((x1,y1), (v2,y2)) =
T1ys + xoy1. FEst-ce que [ est non-dégénérée ? FEst-ce que sa restriction au sous-espace vectoriel
W = span(e;) est non-dégénérée (ou ey est le premier vecteur de la base canonique de R?) ?

Exercice 6. Soit f:V xV — K un produit scalaire sur un K-espace vectoriel V.

a) Soient Uy et Uy deuz sous-espaces vectoriels de V.. Montrer que, si Uy C Us, alors UlL D) UQL.

b) Soient U et W deux sous-espaces vectoriels de V. Montrer que (U + W)+ =U+tnW+.

Exercice 7. Soit K un corps. Deux matrices A, B € K™*" sont équivalent s’il existe une matrice P € K™*™
inversible tel que

A=PTBP.

Nous écrivons A = B. Montrer que = est une relation d’équivalence sur ’ensemble des matrices K™*™.

Exercice 8. Déterminer l'indice de nullité et l’indice de positivité des produits scalaires défini par les ma-
trices sutvantes
2 4 2
(s 2 o= i
2 11

Remarque: Uentier r du théoréme de Sylvester est appelé indice de positivité du produit scalaire.

Exercice 9. Soit V un espace vectoriel de dimension fini sur R et suit (.} un produit scalaire sur V. Montrer
que V' admet une décomposition en somme directe

VoaVteVv-
ot Vy est Uespace nullité et VT et V= sont des sous espaces tel que
{(v,v) > 0 pour tout v € VT \ {0}

et
(v,v) <0 pour tout v € V~ \ {0}.



