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Exercice 1

Soit P = {z € R™: Az < b} un polyédre. Démontrer que les affirmations suivantes
sont équivalentes pour z* admissible :

i) x* est un sommet de P.

ii) Il existe un ensemble B C {1,...,m} tel que |B| = n, Ap est inversible et
ABZL'* = bB.

iii) Pour tout xy,29 € P, 1 # * # 5, on a x* ¢ conv{w, xs}.

Solution

(ii)=-(i) : Soit ¢ € cone(Ap) une combinaison conique strictement positive des
lignes de Ag. Observer que z* est le sommet du toit B par rapport & ¢. Comme
démontré dans l'exercice 2 de la série 4, le sommet z* du toit B est 'unique
solution optimale du PL max{ch . Apr < bg}. Comme z* € P, on sait que z*
est I'unique solution optimale du PL 3 := max{cfz : Az < b}. Donc Tz < 3
pour tout z € Pet {x € R" : c¢lox =3} NP =2z* Alors z* est un sommet de P.
(i)=(iii) : Soit H := {z € R" : ¢’z = B} 'hyperplan définissant le sommet x*,
c’est-a-dire H N P = {x*}, et ¢’z < 8 pour tout x € P. Supposons qu'il existe
x1, T2 € P,y # 2% # 5 tel que * = Az + (1 — N)ag pour tous A € (0,1). On a

B=c'z*=Xx (c'z)) +(1-=N)- (c'zy) < f,
S~—— SN——
<B, comme z1 ¢ H <@, comme z2 ¢ H

une contradiction.

(iii)=(ii) : Soient A_ et b_ les lignes du systéme Az < b satisfaites par z* avec
égalité, c-a-d A_x* = b—. On veut que A_ soit de plein rang-colonne, c’est-a-dire
que l'ensemble S := {z € R" : A_x = b_} n’admette I'unique solution z*.
Supposons maintenant que cela n’est pas le cas. Alors S contient une droite L =
{r e R* : z =2"+ M, A € R} pour un vecteur v € R". Comme a;z* < b,
pour toutes les lignes de A\A_, il existe ¢ > 0 tel que z; := 2* + cv € P et
x9 := 2" — ev € P. Nous observons que z* € conv{z,xs}, une contradiction.
Donc A_ est de plein rang-colonne et on a démontré (ii).



Exercice 2

Démontrer les affirmations suivantes :

(i) Soit max{c’z: Ax < b} un programme linéaire (admissible et borné) avec
un toit optimal B. Le sommet xp du toit est aussi un sommet du polyédre
P ={z: Ax < b}.

(ii) Pour chaque sommet du polyédre P = {x: Az < b}, il existe un programme
linéaire admissible et borné tel que ce sommet est le sommet d'un toit
optimal.

Solution

(i) Voir l'exercice 1, étape (i) = (i)

(ii) Soient z* le sommet considéré et B I'ensemble des lignes de A tel que Ag
est inversible et Agz* = bg. Considérons une combinaison conique ¢ des
lignes de Ap avec des facteurs strictement positifs. En utilisant 1'exercice
2 de la série 4, on obtient que B contient un toit optimal et son sommet
z* est une solution optimale du PL max{cTx: Az < b}.

Exercice 3

(i) Démontrer : Un polyedre P C R™ avec des sommets est intégral si et
seulement si chaque sommet est intégral.

(ii) Considérer le polyedre P = {x € R®: z; +2z9+4x3 < 4, z > 0}. Montrer
que ce polyedre est intégral.

Solution

(i) Si P est intégral, chaque sommet est intégral par définition.

Supposons maintenant que P = {x € R" : Ax < b} est un polyédre
avec des sommets tel que chaque sommet est intégral. Nous démontrons
que chaque face de P contient un sommet. Soit * un sommet de P.

Considérer une face F' définie par U'hyperplan H = {x € R" : Iz = 3},
c-a-d HNP = F et ¢z < 3 pout tout & € P. Par construction, I’ensemble
des solutions optimales du PL

max{c’z : Az < b} (1)
est exactement F'.

Comme z* est un sommet de P, on obtient de I'exercice 1 que A est
de plein rang-colonne. Alors on applique 'algorithme du simplexe pour
résoudre (1). L’algorithme du simplexe trouve une solution optimale y qui
est le sommet d'un toit. En utilisant 1’exercice 1, on trouve que y est un
sommet de P et donc intégral. Comme y est optimal, on a y € F par

construction. Alors la face F' contient un point intégral.
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(ii) On réécrit P comme suit :

P={recR®: Az <b}, (2)

1 2 4
\ 1 0 0 . . .
ou A= 0 -1 0 et b=(4, 0, 0, 0)". A est clairement de plein
0O 0 -1

rang-colonne et donc P a un sommet. En utilisant (i), il est suffisant de
montrer que chaque sommet est intégral. On sait de 'exercice 1 que les

) . 4
sommets de P sont les uniques solutions de < 3 ) sous-systémes obtenus

de (2) en choisissant 3 lignes parmi 4 :
L’unique solution du systéme

1 2 4 4
-1 0 0 Jaxa=1] 0
0 —1 0 0
est z = (0,0, 1)T. L’unique solution du systéme
1 2 4 4
-1 0 O r=1| 0
0 0 -1 0
est z = (0,2,0)T. L'unique solution du systéme
1 2 4 4
0 -1 0 x=| 0
0 0 -1 0
est r = (4,0,0)7. L’unique solution du systéme
-1 0 0 0
0 -1 0 r=10
0O 0 -1 0

est z = (0,0,0)T

. Donc P est intégral.



Exercice 4
Considérer le graphe complet G,, avec n = 3 sommets, c’est-a-dire G = ({1, 2, 3}, (g))

et le programme linéaire en nombres entiers de la couverture par sommets. Le po-
lyédre de sa relaxation linéaire est-il intégral 7

Solution
Le PLNE de la couverture par sommets pour G5 est :

min wix; + weks + W3Ts

1 + T2 >1
T+ a3 >1
To + T3 >1

x1, T2, 73 € Ny

Soit w; = we = w3 = 1. Nous observons que au moins deux sommets sont
nécessaires dans une couverture par sommets, c¢’est-a-dire que la valeur optimale

du PLNE est 2. Par contre, le vecteur z = (%, %, %)T est une solution admissible
de sa relaxation linéaire avec une valeur de l'objectif % < 2.

Supposons que le polyédre de la relaxation linéaire est intégral. Comme vu en
cours, I'algorithme du simplexe va donc calculer une solution optimale en nombres
entiers. Sa valeur est au moins 2 alors que la valeur optimale d’une solution ra-

tionnelle est % au plus, une contradiction.

Exercice 5

Il s’agit de démontrer I'indication de 'exercice 3 de la série 8 :

Une matrice telle que chaque colonne contient une composante 1 et une compo-
sante —1 au plus et que les autres sont nulles, est totalement unimodulaire. En
particulier, la matrice d’incidence d'un graphe orienté est TUM.

Indication : Rappeler la preuve pour la matrice d’incidence d’un graphe (non-
orienté et) biparti.

Solution

Soitt A une sous-matrice carrée de taille n x n de la matrice considérée. Nous
démontrons que det(A) € {—1,0, 1} par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial.
Soit donc n > 1. On distingue trois cas :

— Il existe une colonne nulle. Alors le déterminant de A est zéro.

— Il existe une colonne avec un seul 1 ou —1. En développant par rapport a cet
élément, on a réduit de 1 la taille de la matrice courante et seulement le signe
du déterminant peut changer si on considére la matrice réduite.

— Chaque colonne contient exactement une composante 1 et une composante —1.

Donc la somme sur les lignes de la matrice est nulle. Alors le déterminant est 0.
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Exercice 6

(i) Donner un tableau des valeurs de la fonction pour log n, /1, n, nlogn, n?, n?, 2"
et n =1,10,100, 103, 10°.

(ii) Les affirmations suivantes sont-elles correctes 7 Répondre Oui ou Non dans
chaque cas.
n>€ On®)  n+logn € O(n) loglogn € ©(n)  n'% € O(1.0017)
n® € 0(n?)  nlogn € O(n) 100n? 4+ 1000n € Q(n?)

(iii) Trier la liste suivante de sorte que f; € O(f;) pour i < j dans la liste
obtenue :

n? 4+ 10/, 200 log n, n™, exp™, n® + n>,2"/n, 2 + n, v/n, 102, n*/n, vV'n

Solution

On suppose sans perte de généralité que log est de base 10.
(i)
logn| +/n | n |nlogn| n? | n3 2n
1 0 1 1 0 1 1 2
10| 1 | /10 |10 | 20 | 100 | 1000 | 1024
100 | 2 10 100 | 200 | 10* | 10 10%°
10°| 3 |10v/10 ] 10° | 3-10% | 10% | 10° | 103
101 6 10 [ 10° | 6-10° | 10 | 10'® | 10301030
(ii) - n?e€Omn?
Oui, car n? < n? pour n > 1.
- n+logn € O(n)
Oui, car n +logn < 2-n pour n > 0.
— loglogn € ©(n)
Non, car il n’existe pas de N € N et ¢ € N tel que n < ¢-loglogn
pour 7 2 N (limy, o0 1577627 = 0)-
— n'%% € O0(1.0017)
Oui, car lim, . % = 0 (Regle de I'Hopital!). C’est-a-dire qu’il
existe un N € N tel que n'® < 1.001" pour n > N par la définition
de la limite (On a choisi ¢ = 1).
~-n? € 0(n?)

— nlogn € O(n)
Non, car lim,,_,
— 10012 + 1000n € Q2(n?)
Oui, car n? < 100n%241000n pour n > 0. Observer que 100n241000" <
2000 - n? pour n > 1, c-a-d 100n? + 1000n € O(n?)

nlogn

=

(iii)
10%°,2001log n, VTn, vV/n, 2 + n,n? 4+ 10v/n, n® + n®, n’/n, exp™, 2"v/n, n"



