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Remarque générale :

Pour obtenir un bonus pour I'évaluation finale, vous pouvez rendre des solutions
écrites a 'exercice noté avant (le début de) la séance de la semaine prochaine. On
peut obtenir deux points bonus cette semaine. L’exercice 2 est une question de
programmation. Les exercices a rendre sont les mémes pour tous les étudiants.
Le rendu peut étre fait en groupe de trois personnes au plus.

Exercice 1 (%), (A)

Résoudre le programme linéaire

max{c’r: z € R", Ax = b}

avec

4 -2 6 1 =2 7

(i) A= —1 3 21 2 |,b=| -4 |etc™=(24,51,3)

8 4 6 4 2

4 2 0 31 7

(i) A=16 4 2 35 11 | et =(1,1,1,0,2)
35 211 6

(iii) A, b comme (ii), mais ¢’ = (1,1,1,2,0)

Dans chaque cas, indiquer si le PL est admissible et s’il est borné.

Remarque : Considérer le noyau de la matrice A.
Solution

(i) Le programme linéaire n’est pas admissible, donc il n’y a pas de solutions.
On peut le voir facilement comme expliqué dans I'exercice 3 avec AT =
(27 17 __>'

(ii) Le programme linéaire est admissible et borné. Donc il y a des solutions
optimales.
D’abord on trouve que le noyau de la matrice A est engendré par u? =
(—10,0,8,13,1) et v = (0,10,24, —9, 7). Une solution admissible du pro-
gramme linéaire est par exemple 7 = (1,0,1,1,0). On peut alors écrire
toutes les solutions admissibles sous la forme x + au + pv. Or, I'objectif



¢ est orthogonal & u et v. Donc on ne peut pas augmenter la valeur de
I'objectif ¢’z = 2 en ajoutant des multiples de u ou v. Toutes les solutions
admissibles sont aussi optimales et le programme linéaire est borné.

(iii) Le programme linéaire est admissible, mais non-borné.
Comme au point précédent, on trouve le noyau et la description de toutes
les solutions admissibles. Par contre, I'objectif ¢ n’est pas orthogonal &
(ouv). Donc on peut augmenter 'objectif jusqu’a une valeur arbitraire si on
considére une solution z+au avec a > 0 et on obtient ¢! (z+au) = 2+ 24a.

Exercice 2 (x, A)

Modifier I’élimination de Gauss-Jordan vue en cours de telle sorte que la matrice
obtenue soit sous la forme échelonnée réduite en lignes et que l'inverse U~! de la
matrice U de transvection soit aussi calculée par ’algorithme.
Si vous voulez, vous pouvez utiliser 1’exemple gauss2.py disponible sur la site
web du cours. Noter que Python n’admet qu'une seule valeur de retour. Donc on
peut donner une liste des deux matrices U, U™}, par exemple.

Vous devez rendre votre solution non seulement sur papier, mais aussi de fagon
électronique (un programme SAGE), par mail & adrianaloysius.bock [at] epfl.ch
avant le début du cours du 10 mars.

Solution

def gauss2(A):
U = matrix (QQ,A.nrows () ,A.nrows ())
for i in range(A.nrows()):
Uli,i]=1

Ul = deepcopy (U)

k=1
for j in range(l, A.ncols()+1):
i=k
while(i <= A.nrows() and A[i—1,j—1] = 0):

i =i+l
if (i <= A.nrows() ):
U.swap rows(k—1,i—1)
Ul.swap columns(k—1,i—1)
A.swap_ rows(k—1,i—1)
U.rescale row(k—1, 1/A[k—1,j—1])
Ul.rescale col(k—1, A[k—1,j—1])
A.rescale row(k—1, 1/A[k—-1,j—1])

for i in range(k+1,A.nrows()+1):
Ul.add multiple of column (k—1,i—1,A[i—1,j—1])
U.add multiple of row(i—-1,k—1,—-A[i—-1,j—1])
A.add_multiple of row(i—-1,k—1,-A[i—-1,j—1])

for i in range(1,k):
Ul.add multiple of column (k—1,i—-1,A[i—1,j—1])
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U.add multiple of row(i—1,k—1,—-A[i—-1,j—1])
A.add_ multiple of row(i—1,k—1,—-A[i—1,j—1])

k = k+1

return (U,Ul)

Exercice 3

Démontrer que le systéme linéaire suivant n’admet pas de solution.

2 013 1
-1 311 |xz=| 3
3 3 37 6

En autres termes, donner une combinaison des lignes pour obtenir une contradic-
tion comme montré pendant le cours.

Solution

Le vecteur AT = (2,1, —1) donne la contradiction voulue, car AT A = (0,0, 0,0) et
A= —1.

Exercice 4

Considérons le graphe biparti G = (AU B, E) avec E C A X B
représenté a droite. On donne des poids ¢ positifs sur les noeuds. 9
Nous cherchons un transversal ' dans G tel que la somme des

poids des nceuds choisis soit minimisée.

Démontrer que C' = {ay, ba, as} est une solution optimale.

3
Indication :

Le programme linéaire suivant décrit le probléme
(a voir plus tard dans le Cours)

min E CoTy

veAUB
Ty + T 1 Vee E

>
x, > 0 Yve AUB

1. Rappelons qu’un transversal (ou couverture de sommets) d’un graphe G = (V, E) est un sous-
ensemble de sommets S C V contenant au moins une extrémité de chaque aréte.
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Utiliser I'idée expliquée dans l'exercice 2 de la série 1!

()\ — (1,0, 1, 1,0,2,0,2,0,0,0,2))

Solution

On réécrit le programme linéaire avec la notation matricielle et on obtient une
matrice A de taille 12 x 6, ou les derniéres 6 lignes constituent la matrice identité
Ig, et un vecteur b tel que les premieres 6 composantes sont 1 et les autres sont
Z€T0.
On trouve facilement

MAz =z > \Th =5,
donc la fonction de 'objectif est minorée par 5. Or, la solution donnée (est ad-
missible et) obtient une valeur 5. Donc elle est optimale.



