Reégle de Pivotage Lexicographique

CM 6 Pseudo-code : Algorithme du Simplexe,
régle de pivotage lexicographique
Dualité

. mxn n m it initi
Trouver un toit initial et la forme duale Input: Ac R™" ceR", beR™ RC{1,..., m} toit initial

Output : Toit B optimal ou certificat que PL n’est pas admissible.
Cours Optimisation Discrete 31 mars 2011 B R
tantque 3i € {1,...,n} tel que a;xj > b;
Calculer y* solution de
Y keBakYk = —aj
Calculer J = {k € B: y; <0}
si J = () affirmer PL inadmissible
sinon
Choisir 'unique j € J tel que le vecteur
(g "[elAn Vi) gt jexicographi t minimal
—— graphiquement minimal
B:=B\ {jtu{i
Friedrich Eisenbrand Uy
EPFL
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Résultats Phase |, trouver un toit initial

Jusqu’a maintenant, nous avons toujours commencé avec un toit

. Commen fobienons-nous ? C'est & quitervienta phase | de

...qu'un programme linéaire max{c’x: x € R", Ax < b} peut étre I’algorithme du simplexe. Plus haut, nous avons décrit la phase II.
résolu par I'algorithme du simplexe, étant donné un toit initial. Tout dabord, nous prouvons un petit lemme.
puisque algorthme cu simplexe trouve un {oi optmal, nous

pouvons aussi certifier l'optimalité d’une solution. Si le programme linéaire (28) est admissible et borné, alors il a un toit

Maintenant, nous allons voir comment obtenir le toit initial. optimal. En particulier, un programme linéaire admissible et borné a
une solution optimale.
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Phase |, trouver un toit initial

Notes

Un PL auxiliaire

Le PL
max{c’x: x € R", Ax < b} (33)

a un toit si et seulement si le programme linéaire
max{c'x: x € R", Ax < 0} (34)

a un toit. (34) est admissible car 0 est une solution admissible. De
plus, 0 est une solution optimale de ce programme linéaire si et
seulement s’il a un toit.

Exécuter I'algorithme du simplexe sur le programme aucxiliaire

max{c’x: x e R", Ax <0, c"x <1} (35)

avec un toit (éventuellement) dégénéré qui contient I'inégalité
c"x < 1 et n—1 des contraintes de Ax < 0 dont les vecteurs
normaux forment une base de R" avec c.
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Phase |, trouver un toit initial

Notes

A) Le toit optimal contient le sommet 0. Alors nous avons trouvé un
toit initial de (33)

B) Le toit optimal contient encore l'inégalité ¢ x < 1. Alors (33) est
soit inadmissible soit non-borné.

Exercice de 5 min

Décrire comment déterminer si Ax < b est admissible avec l'algo-
rithme du simplexe (Phase Il), ou comme précédemment, A € R™*"
est de plein rang-colonne. Donner une fonction objectif convenable et
un toit initial.
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Un exemple Résultats

Ré re le PL avec la ph letll -
esoudre le PL avec la phase | et Nous avons montré ...

...qu’un programme linéaire max{c"x: x € R", Ax < b} peut étre

max 2% +2Xe + X3 résolu par élimination de Gauss-Jordan et par I'algorithme du

o ):;XXZ _4§3 E g simplexe. (Phase 1 et Phase 2).
1 2 — 3 =
x3 < 83 Puisque I'algorithme du simplexe trouve un toit optimal, nous
4x; — 3% g 1 pouvons aussi certifier 'optimalité d’'une solution.
X1 +2x% < -2 Nous en verrons plus sur la dualité.
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Le PL dual Dualité faible et forte

PL primal Théoréme (Dualité faible)

Soient x* et y* solutions admissibles des PL (36) et (37)

T,. n respectivement. Alors
max{c'x: x e R" Ax < b 36
{ < b} (36) c’x* < bTy*

PL dual

Théoréme (Dualité forte)
Le PL

min{b’y: y eR™ ATy =c, y >0} (37) Si le PL (36) est admissible et borné, alors le PL (37) est aussi
admissible et borné. De plus, les deux PL ont des solutions optimales
est le PL dual du PL (36). et les valeur objectives correspondantes sont identiques.
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Recette de dualisation

- forme primale forme duale
.
Sile PL (37) est admissible et borné, alors le PL (36) est aussi variables Xt3-+ ) Xn Vise-s Y
admissible et borné. De plus, les deux PL ont des solutions optimales matrice A AT
et les valeur objectives correspondantes sont identiques. T b .
Combinaisons possibles fonction objectif maxc’x minb’y
P\ D | admissible etborné | nonborné | inadmissible < pour contrainte j yi>0
admissible et borné possible impossible impossible . - P
non borné impossible impossible possible contraintes > Yi < 0
inadmissible impossible possible possible = yi € R
x>0 > pour contrainte j
X <0 <

X eR

98

Notes Notes



Programmes linéaires sous la forme primale et duale

Notes

Exemple

uuug

5Xy + 6Xo + 4X3
—X1 + 2Xo
3X1 — Xo

3X2 + X3
X1 €R
Xo >0
X3 < 0

IV IA

min  y1 +2y> + 3y3

y1>0

y»<0

yseR

— Y1+ 3y = 5

21 —y2+3ys > 6
)%} < 4
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Programmes linéaires sous la forme primale et duale

Exemple
max —y; —2y» —3y3 min  —5x; — 6x> — 4x3

y1 >0 Xy —2Xp >
y2<0 —-3x1 + Xo <
y3eR —3Xo — X3 =
y1—3y2 = -5 x; €R
—2y1+)—3ys < -6 X2 >0

—Y3 > —4 X3 <0

Notes

—1
-2
-3
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