-(Pﬂ. Linear and Discrete Optimization

FEDERALE DE LALISAMME

Chemins, circuits et #=t=

» Graphes orientés
» Probléme du plus court chemin
» Algorithme de parcours en largeur




Motivation



Graphes orientés
¢
Un graphe orienté est un couple D = (V,A), ou V est I'ensemble fini des sommets ou
nceuds et A € (V x V) est I'ensembles des arcs de G.

On dénote un arc par le couple (7, v) € A. Les semmets u et v sont appelés
respectivement extrémité initiale et extrémité finale de I'arc (u, v).



Marches et chemins

Une marche dans un graphe orienté est une séquence sous forme vy, .. ., Vi, OU
(vi.vis1) €A pouri=0,..., k—1.
Une marche est un chemin si les sommets vy, . . ., v, sont tous différents. La longueur
d'un chemin vy, ..., v, estk.
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Unweighted distance  new - oo dive

La distance d(s, r) entre deux sommets s,7 € V est le plus petit k € N tel qu'il existe un

chemin’s = vy, ... (k = oo possible).

d(s. 1) est la longueur du plus court chemin reliant s et t.
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Quiz

Quelle est la plus grande longueur possible d'un chemin dans un graphe orienté
D=(V.Aoul|V|=n? Ved Ay ad

SR ¢
G O, RCD
& 2L

Parmi les termes suivants, quels sont des bornes supérieures au nombre de chemins
de longueur n — 1 dans un graphe orienté avec n sommets ?
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Marques de distance

Pour i € Ny, soit V; C V I'ensemble de sommets qui sont & distance i de s. Noter que
Vo = {s}.

Proposition
Pouri=1,..., n —1, 'ensemble V; est égal & 'ensemble de sommets

ve VA(VpU---UV, ) tel qu'il existe un arc (u,v) € A avecu € V;_;.
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fBreadth—First-Search

L J
L'algorithme maintient & jour les tableaux e Va NN o @
o & oo while 0 # 0
Dlvy =5,v2,..., Vil u = head(Q) )
vy =8V, ..., v, for each (u,v) € 6" (u)
et une queue Q qui cg?wtient seulement s au i M € i
début. Q-ts3 vl = u

D[v] == Dlu] + 1
engueue(Q,v)

[-@. dequeue(Q)



Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 6%(u)
if (D[v] = o)
n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)
7 dequeue(Q)

Q= [s]

Q= Canc)



Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 6%(u)
if (D[v] = o)

n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)

dequeue(Q)

Cek)




Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 67 (u)
if (D[v] = o)

n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)

dequeue(Q)




Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 6%(u)
if (D[v] = o)

n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)

dequeue(Q)

0 =1[b]




Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 67 (u)
if (D[v] = o)

n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)

dequeue(Q)

Q=ld.e]




Exemple

while 0 # 0
u = head(Q)
for each (u,v) € 67 (u)
if (D[v] = o)

n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)

dequeue(Q)

Q= le]




Exemple

’ d(Q)

for each (u,v) € 67 (u)
if (D[v] = o)
n[v] i==u
D|v] ;= Dlu] +1
engueue(Q, V)
dequeue(Q)
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Analyse

Théoreme
Lalgorithme de parcours en largeur (breadth-first-search) se déroule en temps
O(|V] + |A]). Il est alors un algorithme en temps linéaire.



Analyse

Théoreme
Lalgorithme de parcours en largeur (breadth-first-search) se déroule en temps
O(|V] + |A]). Il est alors un algorithme en temps linéaire.

Itération u : Au plus c; - |6 (u)| + ¢» opérations

while 0 # 0 élémentaires. )
u := head(Q) K XM
for tout v € 6" (u) P D TV DO"‘S\’“+ ' /
e e G
D[v] :== D[u] + 1 % Ca- Q¥ £C2
J

engueue(Q, V)

dequeue(Q) = O( IP(\ t L\/] )



Arbre orienté

Un arbre orienté est un graphe orienté T = (V, A) avec |A| = |V| — 1 et dans lequel il y a
un sommet r € T tel qu'il existe un chemin de r & tous les autres sommets de 7.
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Chemins dans un arbre

Lemme
Soit T = (V,A) un graphe orienté tel que chaque sommet soit accessible depuis r.
Alors T est un arbre si et seulement si 67(r) = 0 et pour toutv e V\ {rjonal6 (v)| = 1.



Larbre des plus courts chemins

Lemma
Considérons les tableaux D et = quand I'algorithme de parcours en largeur a terminé.
Legraphe T = (V' AYou V' = {v € V: D[v] < co} et A’ = {(rn(v),v): 1 < D[v] < oo} est

un arbre.
Proof.
» Clairement, |A’| = |[V'| - 1.
» Pourchaqueic€ {1,...,n— 1}, enretragants les marques =, on arrive finalement a

5.



-(Pﬂ. Linear and Discrete Optimization

FEDERALE DE LALISAMME

Chemins, circuits et flots

» Couplages de cardinalité maximale dans un graphe biparti
» Chemins d'augmentation
» Un algorithme en temps O(m - n)




Sommets exposés ou couplés

G

Oéyﬁig e o

A U D=V

Soit G = (V, E) un graphe non-orienté biparti.
On veut trouver le couplage de cardinalité
maximale.

Soit M € E un couplage.
» Un sommet qui est I'extremité d’'une aréte dans
M est dit couplé.

» Un sommet qui n'est pas couplé est dit exposé.



Chemins alternants

Un chemin alternant par rapport & un couplage M est un chemin qui alterne des arétes
dans M avec des arétes dans £\ M.
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Chemins d’augmentation

Un chemin alternant qui commence et termine a des sommets exposés est dit chemin
d’augmentation.
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Chemins d’augmentation

Un chemin alternant qui commence et termine a des sommets exposés est dit chemin
d’augmentation.

A
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Si une des extremités d’'un chemin d’augmentation est dans A, alors I'autre est dans

El




Un critere de cardinalité maximale

Théoréme
Un couplage M d'un graphe (pas forcement biparti) est de cardinalité maximale si et
seulement s'il n'existe pas de chemins d'augmentation par rapport a M.
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Un critere de cardinalité maximale

Théoréme
Un couplage M d'un graphe (pas forcement biparti) est de cardinalité maximale si et
seulement s'il n'existe pas de chemins d'augmentation par rapport a M.
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Calculer des chemins d’augmentation

» Transfomer G = (A + B, E) dans un graphe
orienté D = (V, A) comme suit.




Calculer des chemins d’augmentation

» Transfomer G = (A + B, E) dans un graphe
orienté D = (V, A) comme suit.

» Orienter une aréte du couplage de A a B.
B » Orienter une aréte dans £\ M de B a A.




Calculer des chemins d’augmentation

» Transfomer G = (A + B, E) dans un graphe
orienté D = (V, A) comme suit.

» Orienter une aréte du couplage de A a B.
» Orienter une aréte dans £\ M de B a A.

Quiz : Supposons v est exposé et v est dans A,

qu'est |6"(v)|? E—




Calculer des chemins d’augmentation

v

Transfomer G = (A + B, E) dans un graphe
orienté D = (V,A) comme suit.

Crienter une aréte du couplage de A a B.
Crienter une aréte dans E\ M de B 4 A.

Trouver un chemin dans ce graphe orienté
entre deux sommets exposeés.
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Calculer des chemins d’augmentation

v

Transfomer G = (A + B, E) dans un graphe
orienté D = (V,A) comme suit.

Crienter une aréte du couplage de A a B.
Crienter une aréte dans E\ M de B 4 A.

Trouver un chemin dans ce graphe orienté
entre deux sommets exposeés.

v

o
v

v

Quiz : Un tel chemin commence avec un sommet exposé dans EE] et termine

avec un sommet exposé dans mj



Calculer des chemins d’augmentation (cont.)

Théoreme

Il existe un chemin d’augmentation pour M dans G si et seulement
s'il existe un chemin d'un sommet exposé dans B & un sommet
exposé de A dans le graphe orienté D.
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User BFS pour trouver des chemins d’augmentation




User BFS pour trouver des chemins d’augmentation




Algorithme pour un couplage de cardinalité maximale dans un graphe
biparti

Présupposition: G n’a pas de sommet isolé

@ (= |EI > [VI/2).

while 3 chemin d’augmentation pour & | héoreme

Update M Un couplage de cardinalité maximale dans un
return M graphe biparti G = (V, E) peut étre calculé en temps
Oo(V1-1ED
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-(Pﬂ. Linear and Discrete Optimization

FEDERALE DE LALISAMME

Chemins, circuits et flots

» Graphes orientés pondérés
» Le plus court chemin
» Algorithme de Bellman-Ford

Mmin o’
st Ax<B



Graphes orientés pondérés

Soit D = (V. A) un graphe pondéré (sans boucles). Soit £: A — R la longueur des arcs.
La longueur d'une marche W = vy, ..., v est la somme de longueur de ses arcs :

k
(W)= ) Uvi1.vi). @
=1

4

La distance entre deux sommets s et t est la longueur d’un plus court cheminde s a t.




Probléme des plus courts chemins

Probleme des plus courts chemins (seul sommet source)

Donné un graphe orienté avec longueur des arcs et un sommet source s, calculer
d(s,v) pour tout v € V.



Probléme des plus courts chemins

Probléeme des plus courts chemins (seul sommet source)

Donné un graphe orienté avec longueur des arcs et un sommet source s, calculer
d(s,v) pour tout v € V.

» est NP-complet en général.



Probléme des plus courts chemins

Probléeme des plus courts chemins (seul sommet source)

Donné un graphe orienté avec longueur des arcs et un sommet source s, calculer
d(s,v) pour tout v € V.

» est NP-complet en général.

» peut étre résolu en temps polynémial s'il n'existe pas de circuit de poids total
négatif.



Probléme des plus courts chemins

Probléeme des plus courts chemins (seul sommet source)
Donné un graphe orienté avec longueur des arcs et un sommet source s, calculer

d(s,v) pour tout v € V.
» est NP-complet en général.

» peut étre résolu en temps polynémial s'il n'existe pas de circuit de poids total
négatif.

by —~©
Un circuit est une marche vy, vy, ..., v; avec vy = vy. @ _\



Lalgorithme de Bellman-Ford
Un algorithme pour calculer des plus courtes marches.
Donné : D = (V. A) (sans boucles), £: A — R et un sommet source s € V
But : Calculer les distances des plus courts chemin de s a tous autres sommets.

Présupposition : Chaque sommet est accessible depuis s



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pou@

di(f) = longueur minimale d’'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = oo possible)
—_— —_——



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk>0etreV:

di(f) = longueur minimale d’'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = oo possible)

d,(s)=0, dy(t)=co,t#s
T N————



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk>0etreV:

di(f) = longueur minimale d’'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = oo possible)

Supposons que d;(f) est déja connu pour i < k et chaque € V. O{qu-;( L)
p—%

—F



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk>0etreV:

di(f) = longueur minimale d’'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = oo possible)

Supposons que d;(r) est déja connu pour i < k et chaque r € V.

Maintenant : Galculer dy,(f) pour toutr € V.



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk>0etreV:

di(f) = longueur minimale d’'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = oo possible)

Supposons que d;(r) est déja connu pour i < k et chaque r € V.

Maintenant : Galculer dy,(f) pour toutr € V.



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk=0etreV:

di(f) = longueur minimale d'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = co possible)

Supposons que d;(f) est déja connu pour i < k et chaque r € V.

Maintenant : Galculer dy,(f) pour tout r € V.

le'SvL
Premier cas : J4 plus courte marche traversant k + 1 arcs au plus traverse exactement
k + 1 arcs. Aen) = dewd + £Cat)

s u ——t



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

Pourk=0etreV:

di(f) = longueur minimale d'une marche s—t traversant au plus k arcs. (k = co possible)

Supposons que d;(1) est déja connu pour i < k et chaque r € V.

Maintenant : Galculer dy,(f) pour toutr € V.

—5 (S TV PL“-S
Deuxiéme cas : Lafgfs courte marche traversant k + 1 arcs au plus traverse k arcs au
plus. a. Con. D pas I~
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Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)
dy(s) =0, dy(t)y=co0,t#s

k>0,t€V: dpy () = min{dy (1) (E})i&{dk(u) + 0(u, D)}



Lalgorithme de Bellman-Ford (cont.)

dy(s) =0, dy(t)y=co0,t#s
o

k>0.t€V: d () = min{d(r). (m)i&{dk(u) + 0u, 1))
it

Méthode pour calculer les valeurs di.1(f) en supposant que les valeurs di(t) sont
pré-déterminées :

foreachre V:
di1(1) == di (1)

foreach (u,1) € A
if: di(u) + 8(u, 1) < diy (1)
dic+1 (1) = di(u) + E(u, 1)



foreachre V:
di1 () := di (1)

foreach (u,1) e A
if: di(u) + B, 1) < dyoy (1)
i1 (1) = diu) + B, 1)

e vy ey e e
0 | o | o o | e | e |do
[ e T b c | 4 | e



Exemple

foreach e V:
dis1 (t) := di (1)

foreach (u,1) e A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

0 3 00 4 00 00 d
0 00 00 00 oo 00 dy
s a b ¢ d e ||



Exemple

RN

foreach e V:
di1 () := di (1)

foreach (u,1) e A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

0 3 4 4 oo co d>
0 3 oo 4 oo oo d,
0 o0 o0 o0 o0 o0 dy
5 a b C d e



foreach e V:
di1 () := di (1)

foreach (u,1) e A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

0 3 4 2 7 6 d;
0 3 4 4 oo co d>
0 3 oo 4 oo oo d,
0 o0 o0 o0 o0 o0 dy
) a b C d e | |



Exemple

a &— d foreacht e V:
di1 () := di (1)

N

b _5 foreach (u.1) €A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

v

0 3 4 2 7 2 dy
0 3 4 2 7 6 d;
0 3 4 4 oo co d>
0 3 oo 4 oo oo d,
0 00 00 00 oo 00 dy
5 a b C d e | |



Exemple

foreach e V:
di1 () := di (1)

N

b _5 foreach (u.1) €A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

v

0 3 4 2 7 2 ds
0 3 4 2 7 2 dy
0 3 4 2 7 6 d;
0 3 4 4 oo co d>
0 3 oo 4 oo oo d,
0 00 00 00 oo 00 dy
5 a b C d e | |



Exemple (cont.)

-3
4 d foreach e V:
/ \ / i1 (6 1= di (1)
3 1 1
§ b -5 for each (u.1) € A
-2 if: di(u) + B, 1) < dyoy (1)
i1 (1) = diu) + B, 1)
\ / 1 k
¢ —
0 | o | | o | o | o || &
§ | a | | C | d | e || node \ d;



Exemple (cont.)

—_— .
d foreach t € V:

dis1 (t) := di (1)
1

-5 foreach (u,1) e A

_n it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)
7N

— ¢

-3
1
b

o
e
5
\
fad

0 3 00 4 00 00 d
0 co 00 00 oo 00 dy
5 a b C d e || node \ d;



Exemple (cont.)

—_— ..
d foreach t € V:

/ dis1 (1) 1= di(r)
1

-5 foreach (u,1) e A

_n it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)
N

— ¢

-3
1
b

o
e
5
\
fad

0 3 4 4 o0 00 d>
0 3 00 4 00 00 d
0 co 00 00 oo 00 dy
5 a b c d e || node \ d;



Exemple (cont.)

—_— ..
d foreach t € V:

/ dis1 (1) 1= di(r)
1

-5 foreach (u,1) e A

_n it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)
N

— ¢

-3
1
b

o
e
5
\
fad

0 3 4 2 5 6 ds
0 3 4 4 oo oo d>
0 3 0o 4 00 o0 d,
0 0 o0 o0 o0 o0 dy
5 a b c d e || node \ d;



Exemple (cont.)

8
[ I

78]
=

A\

2
I
Lh

v

foreach e V:
dis1 (t) := di (1)

foreach (u,1) e A
it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)

=
w
w||lolo|lo|lolo

¢ — ¢
2 4 2 5 0 dy
3 4 2 5 6 ds
3 4 4 oo o0 d>
3 00 4 00 00 di
0 o0 o0 o0 o0 dy
a b c d e || node \ d;



Exemple (cont.)

-3
G4 foreach t € V:
dis1 (t) := di (1)
3 1 1
5 b -5 foreach (u,1) e A
_n it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)
4 / 1 x
C —
0 2 3 2 5 0 ds
0 2 4 2 5 0 dy
0 3 4 2 5 6 d
0 3 4 4 oo oo da
0 3 00 4 00 00 di
0 co 00 oo oo 00 dy
5 a b C d e || node \ d;



Exemple (cont.)

-3
a . d foreacht € V:
dis1 (t) := di (1)
3 1 1
5 b -5 for each (u,1) € A
_n it di () + Bu, £) < dyoqr ()
i1 (1) = diu) + B, 1)
4 / 1 x
C —
0 2 3 1 4 0 dg
0 2 3 2 5 0 ds
0 2 4 2 5 0 dy
0 3 4 2 5 6 ds
0 3 4 4 oo oo d>
0 3 00 4 00 00 di
0 co 00 oo oo 00 dy
5 a b C d e || node \ d;



Circuits absorbants

Théoreme
Soient D = (V,A),se V,?: A — R. Alorsonad, = d,—) oun=|V|ssi Dnapasde
circuit de longueur totale négative qui est accessible depuis s.
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Circuits absorbants

Théoreme
SoientD = (V,A),se V,2:A - R. Alorsonad, =d,—1 oun=|V|ssiDn'apasde
circuit de longueur totale négative qui est accessible depuis s.

7
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Des plus courts chemins

Théoréme
Donné D = (V. A),se V, : A — R, et supposons qu'il n'existe pas de circuit-absorbarnt
qui est accessible depuis s. Alors pour chaque t € V d,,_,(t) est la distance de s a r.
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Calculer des plus courts chemins

Calculer les valeurs d.. (1) et le prédécesseur .. (f) en supposant que les valeurs
di (1) et m,(r) sont prédéterminées :

foreachre V:
dis1(1) = di(r) ©
@/_)

e 1(1) 1= (1)

foreach (u,1) € A
if: di(u) + (u, 1) < dis1 (1)
dp1 (1) = di(u) + L(u, 1)
(1) = A





















Larbre des plus courts chemins

Théoreme

Soit D = (V. A) un graphe orienté et supposons que chaque sommet est accessible
depuis s. Le graphe orienté T = (V,A") ou A’ = {(n(u), u): u € V \ {s}} est un arbre avec
racine s. Le chemin unique reliant s & tout sommet r dans T est un plus chemin de s a ¢
dans D.



Temps d’exécution de Bellman-Ford

initialize
Ve V\{s}d,(t) = co, my(t) =0
dy(s) =0
fork=1ton
foreachte V:
diy1 (1) := di (1)
T (1) := m (1)

foreach (u,1)c A
if: d(u) + L. 1) < dyy 1 ()
i1 (D) = dip () + Uu, 1)
T () == u

if dreVavecd,(r) <d,_ (D)
D a un circuit absorbant



Temps d’exécution de Bellman-Ford (cont.)

Théoréme
Soit D = (V, A) un graphe orienté avec longueurs £ et supposons que chague sommet
est accessible depuis s € V, alors Bellman-Ford se déroule en temps O(|V| - |A])



-(Pﬂ. Linear and Discrete Optimization

m n'e\u OE LALSANINE

Chemins, circuits et flots

» Des plus courts chemins et la programmation linéaire
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Potentiels

Soit D = (V, A) un graphe orienté avec longueur d'arcs ¢ : A — R. Une fonction
p : V — R est dite un potentiel si

Ya=(uv)EA: La) 2_,'7(#\)) — p(u).
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Lexistence de potentiels

Théoréme
D = (V,A)avec f: A — R admet un potentiel p si et seulement si chaque circuit est de
poids total non-négatif.



Calculer des distances avec la programmation lineaire

Théoreme

Soit D = (V, A) un graphe orienté avec longueur d'arcs £ : A — R, s € V tel que chaque
sommet de V est accessible depuis s et supposons que chaque circuit est de poids
total non-négatif. Soit p un potentiel avec p(s) = 0 et ),y p(v) maximale. Alors

YVt e V: p(r) = diste(s, 1).

way =2 pos)
oel
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Matrice d’adjacence

1 sijjeE
Y710 sinon.

= (V,A) un graphe orienté,
(..., n
{0, )VIXIVI avec

1 si(ij)eA
aj = .
"7 10 sinon.



Adjacency list
G = (V, E) graphe non-oriente,

» Array V indexé par sommets

» V[i] montre une liste de voisins de i.

D = (V,A) graphe orienté , V =1{1,...,
» Array V indexé par sommets

» V[i] montre une liste d’extremités
finales d’arcs sortant de i.



Représentation comme liste d’adjacence en Python

graph = {"A’: ['B’,
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