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Polyedres

Un ensemble P de vecteurs dans R” est un polyedre si
P ={xeR": Ax < b} pour une matrice A et un vecteur b.
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Polyedres

Un ensemble P de vecteurs dans R" est un polyedre si
P = {x e R": Ax < b} pour une matrice A et un vecteur b.

Exemple: Production de boissons minérales
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Polyedres

Un ensemble P de vecteurs dans R" est un polyedre si
P = {x e R": Ax < b} pour une matrice A et un vecteur b.

Exemple: _eseeS




Inégalités valides et actives

Une inégalité ,q_x@_ est valide pour un polyédre P si chaque

x* € P satisfait a X" < B o Sv
Une inégalité a’ x < B est active i x* € R"# a’x* = B.
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Exemple: Production de boissons minérales
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Quiz

Lesquelles parmi les inégalités suivantes sont valides pour chaque

polyédre P C R" o poure
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Supposons que P € R", n > 2 est un polyédre non-vide contenant
letde plus que les inégalités x; < 1, i=1,..., n sont valides
pour P.

Lesquelles parmi les inégalités suivantes sont valides et actives a
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Sommets

Un point x* € P est un sommet de P s'il existe une inégalité
a’x < B telle que

» a’x < B est valide pour P et
» a’x < Best active & x* et inactive & tout autre point en P.
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Supposons que P C R" est un polyédre tel que x; < 1 sont valides
pouri=1,... n. Est-ce que ceci est juste:

Six* =(1.1,.... 1) fait partie de P, ainsi x* est un sommet de P.
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Quiz: Algébre linéaire

‘Suﬁcsw N
CerA € R™. Lesquels des arguments suivants ne sont pas
équivalents a o R X (A

ker(A) = {0} ?

» Les colonnnes de A sont linéairement indépendantes &
® Les lignes de A sont linéairement indépendantes = (4, 4) N°
» A contient n lignes linéairement indépendantes €
» A contient n colonnes linéairement indépendantes €
(3 Limage de A estR™ cwnex. = (/1]
» Le rang colonnes de A est n
» Lerang lignes de A est n
» Lerangde Aestn
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Sous-systeme des inégalités actives

Axe\s QX < _‘:b’\
P={xeR" Ax<b),A €R™ b e R" :
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Pourx*eR", I={i: 1<i<m, a x* = b;} sont les indices des
inégalités actives a x*.

Exemple: P= {x e R}: Ax< b}, A=
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Sous-systeme des inégalités actives

SoitI =1{i...., irlaveci) <ip < ---<ipetA;=
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Apx < by est un sous-systeme d'inégalités actives a x*.

Exemple: P= {x e R*: Ax< b}, A= . b=
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Solutions basiques

Considérer un polyédre P = {x € R": Ax < b}. Un point x* € R" est

une g)_hirfo_n@gue si rank(A;) = n.

Si x™ € P, x" est une solution basique admissible.
Solution basique aamissiole.

Exemple: P = {x € R*: Ax < b},
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Quiz

Lesquels de ces points sont des solutions basiques?




Sommets et solutions basiques

Théoréme
Soit P = {x e R": Ax < b} et x* € P. Alors x* est un sommet de P si

et seulement si x* est une solution basique admissible.
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Sommets et solutions basiques /M*“
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Théoréme
Soit P = {x e R": Ax < b} et x* € P. Alors x* est un sommet de P si
et seulement si x* est une solution basique admissible.
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Sommets et solutions basiques

Théoréme
Soit P = {x e R": Ax < b} et x* € P. Alors x* est un sommet de P si

et seulement si x* est une solution basique admissible.
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Algorithme énumérant tous les sommets
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Optimalité des sommets
p:{;me“; Axe "S
Théoréme
Si un programme linéaire max{c’x: x € R", Ax < b} est admissible
et borné et sirank(A) = n, le PL admet une solution optimale qui
est un sommet.
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Optimalité des som[pets
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Optimalité des sommets
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Quiz

Considérer
max xj;+ x2

X1+ X2
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Lesquelles de ces affirmations suivantes sont vraies?
» Chaque solution optimale est un sommet.
» |l existe une solution optimale qui est un sommet.
» Il'y a une infinité de solutions optimales.
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Algorithme pour PL bornés avec sommets

Résoudre max{c'x: x € R", Ax < b} \opuwe

vou £ A Y= v

pour chaque B € ([’::])
if Ap estinversible et xz = A;'bp admissible
S :=8SU {xp}
ifS=0 -
PL inadmissible
else

return x € S qui maximise la valeur d’objectif ¢’ x




Pourquoi inefficace ?
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Existence des solutions optimales

Théoréme L
Un program linéaire max{c’x: x € R", Ax < b} qui est admissible et
borné a une solution optimale.
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Un algorithme non efficace pour la programmation
linéaire

v

But: Résoudre un programme linéaire borné

max{c’x: x € R", Ax < b).

v

Transformer en un programme linéaire équivalent

max{cT(x; = x2): X1, X € R, A(x; — x3) < b, x; = 0, x5 > 0}.

v

Enumérer toutes les solutions basiques.

Si toutes les solutions basiques ne sont pas admissibles, PL
est inadmissible.

Sinon, sélectionner la solution basique admissible avec la
plus grande valeur d'objectif.
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