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Réseaux et flots &

Réseau: Graphe orienté simple D = (V, A) et fonction de gapacité
u:A— Rsp.
<

f A — Ry estappelée flot de s at, si

Z fle) = Z f(e). pourtoutv e V—{s,1}. (1)
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Exemple (
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Valeur du flot

La valeur de f est définie comme
value(f) = X ,e50u(s) f(€) = Leesin)f(€).

Le probleme du flot maximal de s a t consiste a déterminer un flot
valeur maximal de s a t qui est admissible.
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Remarque

Si le PL est borné et les capacités sont des nombres entiers, le PL
a une solution optimale intégrale, lorsque la matrice d'incidence
sommets-arcs d’'un graphe orienté est totalement unimodulaire.
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Un PL pou!les flots maximaux

r\A/\
. . we {Bx =0 &

P i

/%l

'y
max Z x(e) - Z x(e)
ee 69 5) ee51(5) i
Z x(e) = Z x(e), pourtoutv eV —{s, 1}
ee 6 (v) ecbin(v)
x(e) < u(e), pourtouteeA
x(e) = 0, pourtoute €A O—0
Ve U

Remarque

Si le PL est borné et les capacités sont des nombres entiers, le PL
a une solution optimale intégrale, lorsque la matrice d'incidence

sommets-arcs d'un graphe orienté esttotalementunimodulaire




Coupes

Pour U C V, §™(U) dénote les arcs qui entrent dans U et 67 (U)
dénote les arcs sortant de U.

Des ensembles d'arcs de la forme 6°*/(U) sont appelés une coupe
de D.= (v A) W A Ry -

La capacité d’'une coupe u(6°*'(U)) est la somme des capacités de

Ses arcs.
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Coupes

Pour U C V, 6"(U) dénote les arcs qui entrent dans U et 6°/(U)
dénote les arcs sortant de U.
Des ensembles d'arcs de la forme 6°*/(U) sont appelés une coupe

de D. <o sed ot Lo, %"“(U_} et ume coupe S-t
La capacité d’'une coupe u(6°*'(U)) est la somme des capacités de
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Fonction d’excés

Pour tout f : A — R, la fonction d’exceés; excesy : 2V — R est définie
par

excesp(U) = Z fle)— Z f(e).

ees"(U) e (L)




Fonction d’'excés

Pour tout f : A — R, la fonction d’exceés; excesy : 2V — R est définie
par

exces;(U) = Z fle) - Z fle).

ees"(U) e (L)
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Fonction d’excés

Soit D = (V,A) un graphe orienté, soitf : A - Retsoit U C V,

alors
) excesp(U) = Z excesp(v). = Z‘&“) Zitc)
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Dualité faible

Dualité faible ues =

Soit f un flot admissible de s & 7 et soit 6°*/(U) une coupe de's —7,

alors value(f) < u(6°(U)).
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Le Graphe résiduel

Soitf:A—-Retu:A—-Rou0<f <u. Considérons I'ensemble
d'arcs

Ar=lalacA, fa) < u@}Ula" |a €A, fa) > 0).

Le graphe orienté D(f) = (V. Ayr) est appelé graphe résiduel de f
(pour des capacités u).
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Le Graphe résiduel —e
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Soitf:A—>Retu:A— Rou0<f<u. Considérons I'ensemble
d'arcs

Ar={ala€A, fla) < u@}VUla™' |aeA, fla) > 0).

Le graphe orienté D(f) = (V. Ayr) est appelé graphe résiduel de f 1
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Théoréme
Soit f un flot admissible de s a 7 et supposons qu'il n'y a pas de
chemin de s & t dans D(f), alors f est de valeur maximale.
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Marches non-orientées

Une marche non-orientée est une séquence de la forme

P= (V(], Vieewns Vin—1- Vm), ou (V;_l, v;) €A ou (V;, v;_l) €A. Siles
sommets vy, .. ., v, sont tous différents, alors P est un chemin
non-orienté.
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D(f) et marches non-orientées

Tout chemin orienté P dans D(f) induit un chemin non-orienté dans
D. Définissons pour un tel chemin P le vecteur x” € {0, +1}*

comme
1 si P traverse a,
xF@)=3-1 siPtraversea™!, (2)
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D(f) et marches non-orientées

Tout chemin orienté P dans D(f) induit un chemin non-orienté dans
D. Définissons pour un tel chemin P le vecteur x* € {0, +1}A
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Lalgorithme de Ford et Fulkerson

Lalgorithme de Ford et Fulkerson
Commencer avec f = 0. Puis appliquer itérativement I'algorithme
d’augmentation de flot suivant:

Soit P un chemin orienté de s & r dans D(f). Soit f « f + ex”, ol e
est aussi grand que possible tout en gardant 0 < f < u.

Quiz
Définissez une capacité résiduelle pour D(f). Déterminez ensuite
la valeur maximale de e telle que 0 <f < u.
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Algorithme de Ford-Fulkerson : exemple
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Dualité forte

Theorem (Théoréme du flot max et de la coupe min, dualité
forte)

La valeur maximale d’'un flot admissible de s a t est égale a la
capacité d’une coupe minimale de s — t.



Dualité forte

Corollary (Théoréme d’intégralité)

Siu(a) € N pour tout a € A, alors il existe un flot maximal entier
(f(a) € N pour touta € A).



Lalgorithme de Ford-Fulkerson s’exécute-t-il en temps
polynémial?




Lemme

Soient D = (V,A) un graphe orienté, s, € V et u(D) la longueur
d’'un plus court chemin de s & t. Soit a(D) I'ensemble d'arcs
contenu dans au moins un des plus courts chemins de s a .

Lemme
Soit D = (V,A) un graphe orienté et 5,7 € V. Définissons
D' =(V,AU a(D)™"). Alors u(D) = u(D") et a(D) = a(D’).



Algorithme en temps polynémial

Théoréme

Si a chaque itération nous choisissons un plus court chemin de s a
t dans D(f) comme chemin d’augmentation de flot, le nombre
d'itérations est au plus |V] - |A].



Algorithme en temps polynémial

Théoréme

Si a chaque itération nous choisissons un plus court chemin de s a
t dans D(f) comme chemin d’augmentation de flot, le nombre
d'itérations est au plus |V] - |A].



