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Algorithmes

Un algorithme est un ensemble fini d'instructions, utilisé
typiquement en langage de programmation, comme

» opérations arithmétiques

> comparaisons

» branchements conditionnels
> instructions d'écrire et de lire
> etc.

Le temps d’exécution d'un algorithme est le nombre d'instructions
qu'il effectue (en fonction de la quantité de données a traiter).



Algorithmes

Un algorithme est un ensemble fini d'instructions, utilisé
typiquement en langage de programmation, comme

» opérations arithmétiques
> comparaisons
» branchements conditionnels
> instructions d’'écrire et de lire
> etc.

Le temps d’exécution d'un algorithme est le nombre d'instructions
qu'il effectue (en fonction de la quantité de données a traiter).

Premiére approximation : calcul du nombre d'instructions de base
comme

> opérations arithmétiques (addition, soustraction,
multiplication, division)

» Comparaisons (c-a-d <, <, = etc. )



Exemple: Produit scalaire

def multiply (a,b):

s =0 Co,... Ren(s)—
for i in range(len( )):

= fDalilobli]
return s
a,beR"

Nombre de multiplications : n
Nombre d'additions : n

Total : 2 - n opérations de base

vV v. v v .Y

Taille des données est 2 - n.

[



Exemple: Produit matriciel

def multiply (A,B): 2 "
m = A.rows
| = A.cols W%M @L
n =B.cols JEA
C = Matrix.zeros(m,n)
for i in range(m):
for j in range(n):
s =0
h for k in range(l): lg{ u[»ALLGk
s =s(HA[i k]@B[k,j]
Cli,j] =s
return C

thol : men L



Exemple: Produit matriciel (cont.)

» Ac Rmxl' Be Rlxn
» Multiplications : m -n -1
» Additions : m -n -1

» Taille des données est m -1 41 -n



Exemple: Produit matriciel (cont.)

» Ac Rmxl' Be Rlxn

» Multiplications : m - n -1
» Additions : m -n -1

>

Taille des données est m -1 +1-n

v

Pour ces exemples, le calcul exact est possible.

v

On s’est intéressé au taux de croissance du nombre
d'instructions de base.



Notation O, €2, ©

Soit T, f : N — R des fonctions
» T(n) = O(f(n)), s'il existe des constantes positives n, € N et
¢ € Ry telles que

Tl e bl

jT(n) < c¢- f(n) pour tout n = ng.
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Notation O, €2, ©

Soit T, f : N — R des fonctions
» T(n) = O(f(n)), s'il existe des constantes positives n, € N et
¢ € Ry telles que

T(n) < c- f(n) pour tout n > ng.

> T'(n) =Q(f(n)), s'il existe des constantes n, € N et ¢ € Ry

telles que
T(n) = c- f(n) pour tout n > nyg.
» T(n)=0(f(n)) si
T(n) = O(f(n)) et T(n) = Q(f(n)).
A Tlw)
cg ()

+
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Notation O, €2, ©

Soit T, f : N — R des fonctions
» T'(n) = O(f(n)), s'il existe des constantes positives n, € N et
¢ € Ry telles que

T(n) < c- f(n) pour tout n > ng.

> T'(n) = Q(f(n)), s'il existe des constantes n, € N et ¢ € Ry
telles que

T(n) = c- f(n) pour tout n > nyg.

T(n) = O(f(n)) et T(n) = Q(f(n))-

Example

La fonction T'(n) = 2n? + 3n + 1 est dans O(n?), car pour tout
n>1ona?2n?+3n+1<6n2 Danscecas, ng=1 et c=6.



Notation O, €2, ©

Soit T, f : N — R des fonctions
» T'(n) = O(f(n)), s'il existe des constantes positives n, € N et
¢ € Ry telles que

T(n) < c- f(n) pour tout n > ng.

> T'(n) = Q(f(n)), s'il existe des constantes n, € N et ¢ € Ry
telles que

T(n) = c- f(n) pour tout n > nyg.

T(n) = O(f(n)) et T(n) = Q(f(n)). 7

BN LY -
Example Yh2di u nuc/lje/l

La fonction T( ) = 2n% + 3n + 1 est dans O(n?), car pour tout \u/
n>1ona?2n?+3n+1<6n2 Danscecas, ng=1 et c=6.
D’une maniére similaire on trouve T'(n) = Q(n?), car pour tout T~ [= 9( )



Quiz

La fonction f(n) = n?logn est

®=0(n%)
L> = O0m)
& =Q(n)
&) = Q(n?)
(® = O(n2*¢) pour chaque £ > 0

Luwnb)“ L\»-\-%l:‘ 0 Ve

_,-'390



Temps de calcul d'un algorithme

On estime le temps d’exécution d'un algorithme en fonction de la
taille des données.

Exemple: Le produit scalaire de deux vecteurs de dimension n peut
étre effectué en temps O(n) (linéaire).



Temps de calcul d'un algorithme

On estime le temps d’exécution d'un algorithme en fonction de la
taille des données.

Exemple: Le produit scalaire de deux vecteurs de dimension n peut
étre effectué en temps O(n) (linéaire).

Exemple: Le produit scalaire de deux matrices n x n peut étre
effectué en temps O(n?). La taille des données est ©(n?).
Mesuré par la taille des données, I'algorithme s'effectue en temps
O(m'5). (m = n?)



Temps de calcul d'un algorithme

On estime le temps d’exécution d'un algorithme en fonction de la
taille des données.

Exemple: Le produit scalaire de deux vecteurs de dimension n peut
étre effectué en temps O(n) (linéaire).

Exemple: Le produit scalaire de deux matrices n x n peut étre
effectué en temps O(n?). La taille des données est ©(n?).
Mesuré par la taille des données, I'algorithme s'effectue en temps
O(m'5). (m = n?)

Un algorithme se déroule en temps polynomial s'il effectue O(n*)
opérations de base pour quelque k € N, ot n est la taille des
données.



Quiz

def listexp(L):

s = 2
for i in L: 5
s = sxx2 =5 L
return s %
L 2702 2

net ( 2
o 'y
Supposons L contient n éléments.

@L'algorithme effectue O(n) opérations de base.
J}» L'algorithme effectue ©2(2™) opérations de base.
I&» Apreés la derniére itération, s = 27 *1.

@ Aprés la derniére itération, s = 22".



Temps polynomial : Redéfinition

Un algorithme se déroule en temps polynomial, s'il effectue O(n*)
opérations de base sur des rationnels de taille O(n*) pour quelque

k € N, ot n est la taille des données. 4 Co et ‘Q&C‘DJ’”}L Fuaiet
dey nowbre,
> x € Z: size(z) = [log(|z| + 1)]
> z € Q: size(z) = size(p) + size(q), ou x = p/q pour p,q € Z,
g>1etged(p,q) =1

A= §+ %A | [0l



Temps polynomial : Redéfinition

Un algorithme se déroule en temps polynomial, s'il effectue O(n*)
opérations de base sur des rationnels de taille O(n*) pour quelque
k € N, ou n est la taille des données.

> x € Z: size(z) = [log(|z| + 1)]
> z € Q: size(z) = size(p) + size(q), ou x = p/q pour p,q € Z,
g = 1etged(p,gq) =1

Quiz:
a,b €N, alors size(a - b) = .
() Ofsize(a) + size(b)) Qa‘h (°~' 101 2 QPJ a + °3l”

> max{size(a)l# size(b)} + 1



Exemple: L'algorithme d'Euclide

» Pour a,b € Z, b # 0 on dit b divise a s'il existe un z € Z tel
que a =b-z. On écrit b | a.

5—[30 2055_'4



Exemple: L'algorithme d'Euclide

» Pour a,b € Z, b # 0 on dit b divise a s'il existe un z € Z tel
que a =b-z. On écrit b | a.

» Pour a,b,c € Z, si c| aetc|b, alors ¢ est un diviseur
commun de a et b.

160 3|4



Exemple: L'algorithme d'Euclide

» Pour a,b € Z, b # 0 on dit b divise a s'il existe un z € Z tel
que a =b-z. On écrit b | a.

» Pour a,b,c € Z, si c| aetc|b, alors ¢ est un diviseur
commun de a et b.

» Si au moins un des deux entiers a et b est non-zéro, il existe
un plus grand diviseur commun de a et b. |l est dénoté par

ged(a, b). 06(,0{ (QO I 92\ :é



Exemple: L'algorithme d'Euclide

» Pour a,b € Z, b # 0 on dit b divise a s'il existe un z € Z tel
que a =b-z. On écrit b | a.

» Pour a,b,c € Z, si c| aetc|b, alors ¢ est un diviseur
commun de a et b.

» Si au moins un des deux entiers a et b est non-zéro, il existe
un plus grand diviseur commun de a et b. |l est dénoté par
ged(a, b).

» Pour a,b € Z avec b > 0 il existe deux entiers ¢, € Z uniques
tels que

a=q-b+r e 0<r<b. (Division entiére)



Exemple: L'algorithme d'Euclide

>

Pour a,b € Z, b # 0 on dit b divise a s'il existe un = € Z tel
que a =b-z. On écrit b | a.

Pour a,b,c € Z, si ¢ | a et ¢ | b, alors ¢ est un diviseur
commun de a et b.

Si au moins un des deux entiers a et b est non-zéro, il existe
un plus grand diviseur commun de a et b. |l est dénoté par
ged(a, b).

Pour a,b € Z avec b > 0 il existe deux entiers ¢,r € Z uniques
tels que

a=q-b+r e 0<r<b. (Division entiére)
60 = /- 42+ 18 gua 7= df

Pour a,b € Z avec b > Ootet q,r E Z comme au -dessus, on aal -
ged(a, b) = ged(b, 1) sk o=k d d=ywyd~

d e dlr, b=, d r-'-n,A a= ?'rn‘ohx.tu{ olla = [yn'_qx’:‘



Exemple: L'algorithme d'Euclide (cont.)

# Condition a>=b>=0, not both equal to 0

def :Efucblliabt:)). acd\(aﬂo\:a
return a
else: R‘—"i"o i
r = a%b
return Euclid (b, r) 4 %%

A
F> / a= i Z
> r<a/2 713 > A
» Le premier paramétre réduit de moitié toute deuxiéme itération
» Nombre d'itérations: O(loga) = O(size(a))

» Algorithme en temps linéaire



N CPFL

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Linear and Discrete Optimization

L'algorithme du simplexe est-il efficace ?

» Une itération de I'algorithme du simplexe




Une itération de |'algorithme du simplexe

J — _'_A
[
while B n'est pas optimale J(@ = ¢ A@
Soit ¢ € B l'index tel que A\; < 0
Calculer d € R™ tel que a]Td =0,j7€B\{i}etald=-1
Determiner K = {k: 1 < k <m, a;‘gd>0} Ad

if K =10
affirmer PL non-borné
else

Soit k € K I'index oti min(by, — al z*)/ald est atteint
keK

update B := B\ {i} U {k} b—/ N



Une itération de |'algorithme du simplexe (cont.)

» Supposons A € Q"*", ¢ € Q", b € Q™ (données rationnelles)

> Calculer N} =T Agl —> U( ul)
» Calculer d (le négative d'une colonne de A5') —» 0(4)
» Déterminer K ( en calculant A - d) - (7(Wl-m)
» Déterminer |'index de I'inégalité qui entre dans la base (en

—1
calculant z* = AB/\bB, \b’:ﬁ_@et Ad)
Si I'on sait A;, Ialquantité\cotale est : O Lmvl)
W

v

M"‘l) 7(1»4-“]

Questions:
> La taille de A;l est-elle polynomiale par rapport a la taille des
données (A,b,c) 7
» Combien de temps faut-il pour calculer Agl ?



Inversion de matrices

Quiz:
P11/Q11 Pln/qln

A= . e ann'
pnl/in e pnn/an

La taille du produit des dénominateurs HZ 1j—1 dij st

§i?:e;(H 9( )

t=A, -41 =JIJ‘-

Olmealre par rapport a Ia taille des donnees

» non polynomiale par rapport a la taille des données



Inversion de matrices

Quiz:

P11/Q11 pln/qln
A= . c ann'

pnl/in e pnn/an

La taille du produit des dénominateurs [];"; j=1ij est

Ecrire A=1/Q - A’ ou Q est le produit des dénominateurs et
A/ e Z'I’LX?’L

Parce que A=! = Q- (A’)~!, inverser A" au lieu de A. Sans perte de
généralité, on suppose que A est intégrale.



Formule d'inversion de matrices

Pour A e R™™ 1 <i<metl<j<n, A dénoter la matrice

obtenue de A en omettant la i°™® ligne et j*™® colonne.

A = W) A/JZ < ('L 5_)
Matrice des cofacteurs : 3 y

[t

det(An) — det(Agl) det(A31)
— det(Alg) det(Agg) — det(Agg)
AL = 1 det(Alg) — det(Agg) det(Agg)
det(A) : : :



Inégalité de Hadamard
e (q/f )
Théoreme (Hadamard) l g l
/ Lt,'"l_‘,l ; ]L
& 6
|det(A)] < [T llasll2 < n™/?- B™,
oll B est une borne supérieure aux valeurs absolues des entrées de WG
A. e
A1 eb(an = veblaa o]
Ao
4 i/
b’
’ 2 % foaw vl ¢
Q,s% [°lw+(4}f & 27 n J
Si A € Z™ ™ est intégrale, alors
Polynomial en size(A).

size(det(A)) = O(nlogn + n - size(B)).



Taille de I'inverse

Corollaire
Soit A € Q™ ™ une matrice inversible. La taille de A™! est
polynomiale par rapport a la taille de A.

Questions:

> La taille de Agl est-elle polynomiale par rapport a la taille des
données (A,b,c) 7

» Combien de temps faut-il pour calculer Agl ?



Taille de I'inverse

Corollaire
Soit A € Q™ ™ une matrice inversible. La taille de A™! est
polynomiale par rapport a la taille de A.

Questions:

> La taille de Agl est-elle polynomiale par rapport a la taille des
données (A,b,c) 7 v

» Combien de temps faut-il pour calculer Agl ?



Taille de I'inverse

Corollaire
Soit A € Q™ ™ une matrice inversible. La taille de A™! est
polynomiale par rapport a la taille de A.

Questions:

> La taille de Agl est-elle polynomiale par rapport a la taille des
données (A,b,c) 7 v

» Combien de temps faut-il pour calculer Agl 7?77



Actualiser Agl

Supposons que la base B soit précédée par B’ avec

B = {b,...,bk_1, b;c yOkt1y. -, b0}
B = {bi,....;bg—1, br ,bpi1,...,0n}
T_' T A‘n
Quiz: Ap - A/ est sous forme ? Vo=, 0
. 1, K
- .4
@2/ Ve Vg e Ve O i
q 4



Actualiser A%' (cont.)

B = {bla'-'vbkfla b;g 7bk+17"'7bn}

B = {blu"'ubk—lu bk} 7bk+17--‘7bn}

» Calculer ag; -Ag,l = (V1 s Vkye vy Up)

> Agl est obtenue de Ag,l en effectuant les opérations suivantes
sur A]_3,1:
» Pour chaque colonne i # k: Soustraire v; /vy, fois colonne k de
colonne 4 (7{\.\)

» Diviser colonne k par v O(M) b}
Ay Pl )

. )
Quantité totale : @ O (":L)

(]



Complexité d'une itération

Théoréme

Une itération de I'algorithme du simplexe effectue un nombre total
de O(m - n) opérations sur des rationnels dont la taille est
polynomiale par rapport a la taille des données.
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Mauvaises nouvelles et nouvelles partiellement positives

>

Le nombre de sommets peut grandir d'une relation
exponentielle avec le nombre de variables et de contraintes.

Pour la plupart des régles de pivotage, une borne exponentielle
a été montrée (Klee & Minty 1972).

Néanmoins, |'algorithme du simplexe est trés efficace en
pratique et effectue typiquement O(m) étapes.

Le temps de calcul en moyenne de I|'algorithme du simplexe
(sous un certain modéle probabiliste naturel) est polynomial
(Borgwardt 1982).

Si un programme linéaire quelconque est perturbé (chaque
coéfficient par N(0,0)), alors I'espérance du nombre
d'iterations de I'algorithme du simplexe est polynomial en 1/0,
n et m (Spielman and Teng 2004).



Un probléme non résolu célébre de |'optimisation

Probléme non résolu

Existe-il une régle de pivotage pour |'algorithme du simplexe qui
assurerait que |'algorithme se termine aprés un nombre polynomial
d'étapes ?

Voir aussi probléme 9 de la liste de Smale : Mathematical Problems
for the Next Century (Smale 1998)

Le mieux connu pour l'instant :

» Kalai (1992, 1997) et Matousek, Sharir & Welzl (1996)

fournissent des régles de pivotage aléatoires avec nombre
. - ~——

moyen de 20(V™) jtérations.

» Des bornes inférieures pour celles qui égalisent quasiment les
bornes supérieures données par Friedmann, Hansen & Zwick
(2011).



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

&w-‘{gw: (Y7 o{e/puew{mtc de /9/?

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



Programmation linéaire en temps polynomial

Supposons que la taille de tous les coéfficients du programme
linéaire max{c’z: Az < b} (composants de A,b et c) est bornée

par ¢.

Méthode de I'ellipsoide (Khachiyan 1979)

On peut résoudre un programme linéaire
max{c’z: 2 € R®, Az < b} avec un nombre polynomial (en
m + n + ¢) d'opérations de base.

De plus, la taille de tous les nombres apparaissant pendant le
déroulement de |'algorithme est polynomiale en m + n + ¢.

Voir aussi (Grétschel, Lovasz & Schrijver 1984)



