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Couplage parfait

Un couplage M dans un graphe G = (V, E) non-orienté est dit parfait s’il n’existe pas
de sommet exposé par M.



Probléme du couplage parfait de poids minimal

Pour G = (V, E) pondéré avec w : E — R, le probléme du couplage parfait de poids
minimal est le probléme de trouver un couplage parfait M tel que

w(M) = Z w, est minimal.
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Couplage de poids maximal
vs. couplage parfait de poids minimal

Théoreme

S'il existe un algorithme en temps polynémial pour le probléeme du couplage parfait de
poids minimal, alors il existe aussi un algorithme en temps polynémial pour trouver le
couplage de poids maximal.



Couplage de poids maximal
vs. couplage parfait de poids minimal (graphe biparti)

Théoreme

S'il existe un algorithme en temps polynémial pour le probléeme du couplage parfait de
poids minimal dans un graphe biparti, alors il existe aussi un algorithme en temps
polyndmial pour trouver le couplage de poids maximal dans un graphe biparti.



Une formulation comme PLNE
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Relachement complémentaire

T min b7y
max ¢’ x r.
Aly=c

Ax<b -
y=20

Théoreme
Soit x* et y* admissible pour respectivement le primal
optimaux si et seuleme_g:r Si

_ o (b —Ax)Ty = 0.
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Quiz

T
max ¢’ x min 5"y
Aly=¢

Ax<b
y=0

Supposons que x* et y* sont optimaux. Laffirmation suivante est-elle correcte :
Sialx* = b;, alors y; > 0? A osed 3’; So = gT ¥ by
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Couplage parfait : couple primal/dual
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Couplage parfait : couple primal/dual
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Relaxation en PL pour couplage : Relachement complémentaire

min Z We * Xe
max Z Yo =
veV

uv e kE: Vu+ Yy S Wy veV: erzl
yE€E RV . ;Efi)(v)
Théoréme

x* et y* sont des solutions optimales des programmes linéaires correspondants si et
seulement si

Pour tout uv € E : X, > 0 implique y;, + ¥, = wi.



Critéere de l'optimalité d’'un couplage parfait

min Z W, - X,
- 2
veV
uv e E: Yu + Vo S Wiy VEV: Z te = !
vy
e pVi =
Y x20

Critere
Soit y* € RVl admissible et soit G- = (V, E,-) le graphe avec arétes

Ey ={uv €E: y, +y, = wy

Si G,- admet un couplage parfait M, alors y* et ¥ sont des solutions optimales des
programmes linéaires correspondants.

En particulier, M est un couplage parfait de poids minimal.



Quiz
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Quiz

Y a-t-il des rationnels yi, y2, y3, y4 tels que

yi+y3<5
yi+ys=12
2+y3=9
y2+y4£3



Apercu de I'algorithme primal/dual

» Input : graphe biparti complet G = (AUB,E) et poids w : E - R
» But : Trouver le couplage parfait de poids minimal.

] ir : i * |E] #*
» Maintenir : Solution duale y* e R AV‘ - E
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Couplage de cardinalité maximale dans G, ;

d v

max Zyk.

wv € E1 oy + v € wiy
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Couplage de cardinalité maximale dans G,
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Couplage de cardinalité maximale dan
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Augmenter la solution duale

» Input: ¥* et un couplage non-parfait M
dans G,-.
» Orienter les arétes

» Calculer L € V I'ensemble des
sommets qui sont accessibles depuis
des sommets exposés dans B.

» Soit 6§ = min{w,, —y, -y, u €
A\L,veLnB)
y,+6 forueA\L
»y=1{y.-6 forueB\L
Vi otherwise.
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Augmenter la solution duale

» Input: y* et un couplage non-parfait //
dans G,-.
» Orienter les arétes
» Calculer L C V I'ensemble des
sommets qui sont accessibles depuis
des sommets exposés dans B.
» Soit 6 = min{w,, — ¥V, -V,  u €
A\L. veLNnB)
vp+6 forueA\L
»y=4qy,—-6 forueB\L
Vi otherwise.
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Augmenter la solution duale

» Input: y* et un couplage non-parfait //
dans G,-.
» Orienter les arétes
» Calculer L C V I'ensemble des
sommets qui sont accessibles depuis
des sommets exposés dans B.
» Soit 6 = min{w,, -y, - ¥,  u e
A\L,veLNB)
yut 6 forueA\L » Aucune aréte du couplage disparait
»y={m -6 forueB\L » Lensemble L grandit (strictement
¥, otherwise. ° ( mently




Exemple
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Lalgorithme primal-dual

Input: G = (AUB, E) graphe biparti complet, w : E - R
Output: couplage parfait M de poids minimal

M=0.y =0 (i o desh s
while M n’est pas un couplage parfait .

Augmenter y* w4ty e [7] Z

if M n'est pas un couplage de cardinalité maximale dans G- 5(( vl ]

augmenter M s & waht sy a T\2Z
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Lalgorithme primal-dual

Input: G = (AUB, E) graphe biparti complet, w : E - R
Output: couplage parfait M de poids minimal

M=0y =0 s
while M n’est pas un couplage parfait -

Augmenter y*
if n‘est pas un couplage de cardinalité maximale dans G,-
enter M . 5
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