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Sommets_adjacen

Deux sommets distincts x; et x, de P = {x € R": Ax < b} sont
adjacents, s'il existe n — 1 inégalités de Ax < b qui sont
lineairement indépendantes et actives aussi bien a x; qu'a x,.
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Sommets adjacents

Théoreme
X1 # x2 € P sont adjacents si et seulement s'il existe ¢ € R" de telle

fagon que I'ensemble des solutions optimales de max{_cix: x € P}
soit{Ax; + (1 —Mx: AR, 0< A< 1)
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Quiz

P={xeR*»0<x<1)
Quelles paires de sommets de P sont adjacentes?
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Algorithme du simplexe

George Dantzig (1914 - 2005) A

Idée fondamentale:

Commencer par le somme

Il v ¢
while x* n'est pas optimal ¢ ovoment Loy §

Trouver un sommet x” adjacent & x* avec ¢’x’ > ’x*
Réactualiser x* := x’

Q o

ou affirmer que PL n'est pas borné.
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» Bases et dégénérescence
» passer a un meilleur voisin

Mmin e
st Ax<B



Bases

Un sous-ensemble B C {1,..., m} des indices de lignes avec
|B| = n et Ap inversible est appelé une base (d'indices) du PL.

Si en plus A,'bp est admissible, B est appelé une base admissible.
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Sommets et bases g “bewo
Un sommet x* € P est représenté par une base B.

Un sommet x* peut étre représenté par plusieurs bases.
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Dégénérescence

Un programme linéaire max{c’x: x € R", Ax < b} est dégénéré s'il
e telle maniére qu'il y a plus de n contraintes de
Ax < b qui sont actives a x*.
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Bases optimales

Une base B est appelée optimale si elle est admissible et I'unique
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Si B est une base optimale, x* = A;'by est une solution optimale
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Quiz

Quelles bases sont optimales?




Le cas non-dégénére
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Théoréme _—
Supposons que PL est non-dégénéré et B est admissible mais pas

une base optimale. alors x* = A, by n’est pas une solution
optimale. s
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Passer a un meilleur voisin

QL. wen— Sy
» B n'est pas une base
optimale

» x* = Ay by correspondant
a une solution basique

admissible

» ; < 0 pourquelqueicB ol >0

» a’d=0,j€B\ i)
drd= -1 e lAe ), S

PCT_i)O V(:{r@,\ 02-17‘3 )

» il existe £ > 0 tel que _ Pl -
X" + ed est admissible st WK T ek

cas- /é
Question: De quelle grandeur &

peut étre?



Passer a un meilleur voisin

v

B n’est pas une base
optimale

» x* = Ay by correspondant
a une solution basique
admissible

» 7; < 0 pourquelquei€ B

> ald=0,jeB\{i)
a?dz—l

» cTd >0

» il existe £ > 0 tel que
x* + ed est admissible

Question: De quelle grandeur ¢
peut étre?
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v

B n’est pas une base
optimale

x* = A5 by correspondant
a une solution basique
admissible

A; < 0 pour quelque i € B
q}"dz 0.j€B\ (i}
a?d =-1

c’d >0

il existe £ > 0 tel que
x* + ed est admissible

Question: De quelle grandeur &
peut étre?
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» Lalgorithme du simplexe en notation de base
» Exemple

Mmin e
st Ax<B



Récapitulation

Supposition: PL
max{c’x: x e R", Ax < b}
non-degénéré

B base actuelle et A7 - A = T
avec ;= 0,i ¢ B

» Sila base actuelle B est
optimale,
x* = Ap - bg est une solution
optimale,
et on s’arréte

» Si A; < 0,x* n'est pas
optimal
soit nous pouvons affirmer
que PL n’est pas borné,
soit i sort de la base



Lalgorithme du simplexe en notation de base

Commencer par une base B admissible

while B n'est pas optimale.
Soiti € B l'index avec j; < 0
Calculerd e R" aveca/d =0, j € B\ (i} eta/d = —1
Déterminer K = {k: 1 <k <m, a,d > 0}

ifK=0
affirmer que PL n’est pas borné

else
Soit k € K index ot le minimum min(b; - a;x*) /aj d est atteint
update B := B\ {i} U {k} et
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le cas non-dégénéré

Théoréme
Si le programme linéaire est non-dégénéré, I'algorithme du
simplexe se termine.
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Cox while B n'est pas optimal
AQy C
Exemple “ Soit i € B l'index avec A; < 0

z
k\bPL o défini AXE Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad
CL Determiner K = {k: 1 <k <m. ad > 0}
6 iIfK=0
affirmer que PL n'est pas borné
c=|14]A =
13 else
! Soit k € K l'index ol le minimum rﬂi’?(bk —a

update B := B\ {i} U {k}
» Base de départ: B ={1,2, 3}

1 2 2 10 Z
> Ap= 2.b3=14].

1
201 11 » Quel index sort de la base B?

> Valeur d'objectif: £3.0
> Al =(36/5 E::I 1/5)
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while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € E" avec a}'d =0,jeB\{ijetad

Exemple

PL est défini par

) 2 2 10 Determiner K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c={14]1A= b=
13 -1 0 0 0 else
0 I 0 0

Soit k € K l'index ol le minimum rin&i’?(bk -a

0 update B := B\ {i} Uk}

=
|
=

» Base de départ: B ={1,2, 3} > Zsortde B
1 2 2 10

» Ap={2 1 2 b3=l4],
2 2 1 11

> Valeur d'objectif: 63.0
> Ab=(36/5 -4/5 1/5)



Exemple

PL est défini

v

v

v

1 2 2
Ag=12 1 2
2

%

par
-1 0
0 -1

by =

3%

1

4
f‘: [(]]
3

Valeur d'objectif: 63.0
Aly=(36/5 -4/5

1/5)

while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Determiner K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
iIfK=0

affirmer que PL n'est pas borné
else

Soit k € K l'index ol le minimum rﬂi’?(bk -a
update B := B\ {i} U {k)
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while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Exemple

PL est défini par

) 2 2 10 Determiner K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c={14]1A= b=
13 -1 0 0 0 else

0
0

—
=
=

Soit k € K l'index ol le minimum rglei’?(bk -a
update B := B\ {i} U {k}

=
|
=

» Base de départ: B ={1,2, 3} > Zsortde B
1 2 2 10 > K ={4,6)
» Ap={2 1 2 b3=|4],
2 2 1 11
: 6
r= (3]] » Quel index entre dans B?

> Valeur d'objectif: 63.0
> Ab=(36/5 -4/5 1/5)



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € E" avec a}'d =0,jeB\{ijetad

Exemple

PL est défini par

) 2 2 10 Determiner K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c={14]1A= b=
13 -1 0 0 0 else
0 I 0 0

Soit k € K l'index ol le minimum rin&i’?(bk -a

0 update B := B\ {i} Uk}

=
|
=

» Base de départ: B ={1,2, 3} > Zsortde B
1 2 2 10 > K ={4,6)

P Ap=|2 1 2l bp= 14]' » Gentre dans B
2 2 1 11

> Valeur d'objectif: 63.0
> Ab=(36/5 -4/5 1/5)



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Exemple

PL est défini par

) 2 2 10 Determiner K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c={14]1A= b=
13 -1 0 0 0 else
0 I 0 0

Soit k € K l'index ol le minimum rin&i’?(bk -a

0 update B := B\ {i} Uk}

=
|
=

» Base de départ: B ={1,2, 3} > Zsortde B
1 2 2 10 K ={4.6)
P Ap=2 1 2| bp= 14]' » Gentre dans B
2 2 1 11
* Nouvelle base: B={1,6,3)

> Valeur d'objectif: 63.0
> Ab=(36/5 -4/5 1/5)



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad
Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

12 2 10
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c=|14|A = b=
3 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ol min(bx —ajx")/a,d es
o0 0 - 0 update B = B\ {i} U {k)

» Base actuelle: B = {1,6, 3}

1 2 2 10
> Ag=|0 0 —l], bg = 0]
2 2 1 11 * Quel index part de B?
1
.r=[9/2]
0
» Valeur de I'objectif: 69.0
> Ap=(8 2 -1



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

1 2 2 10
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c=141A= b=
13 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ot min(by - ajx*)/ald es
0 0 -1 0 update B := B\ {i) U {k)
> Base actuelle: B = {1,6.3) > 3partde B
1 2 2 10
> Ag=|0 0 —l], by = 0]
2 2 1 11
1
xr= 9/2]
0
» Valeur de I'objectif: 69.0
> Ap=(8 2 -1



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

1 2 2 10
6 2 1 2 14 ifK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c=|14]A = h=
13 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ot min(by - ajx*)/ald es
0 0 -1 0 update B := B\ {i) U {k)
> Base actuelle: B = {1,6.3) > 3partde B
1 2 2 10 0
> Ag=]0 0 ~—1f bg=|0 -3/2
2 2 1 11 -l v -1
\ o d=|1/2|Ag-d=] 0| A-d= )
0 -1
x=19/2 -1/2
0 0
_ \ 2 ;
» Valeur de l'objectif: 69.0 Qu'est ce que K? incr. sans séparateur
> Ap=(8 2 -1



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad
Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

1 2 2 10
6 2 1 2 14 iIfK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c=|14]A = h=
13 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ol min(bx —ajx")/a,d es
0 0 -1 0 update B := B\ {i) U {k)
> Base actuelle: B = {1,6.3) > 3partde B
1 2 2 10 K = {4)
> Ag=]0 0 —l], by = 0]
2 2 1 11
1
= 9(/]2] » Quel index entre dans B?
» Valeur de I'objectif: 69.0
> Ap=(8 2 -1



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad

Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

1 2 2 10
6 2 1 2 14 iIfK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c={14]1A= h=
13 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ot min(by - ajx*)/ald es
0 0 -1 0 update B := B\ {i) U {k)
> Base actuelle: B = {1,6.3) > 3partde B
1 2 2 10 K = {4)
" Ap=10 0 _l]' bp = 0] » 4entre dans B
2 2 1 11
1
xr= 9/2]
0
» Valeur de I'objectif: 69.0
> Ap=(8 2 -1



while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " avec ajfd =0,jeB\{ijetad
Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)

Exemple (cont.)

PL est défini par

1 2 2 10
6 2 1 2 14 iIfK=0
2 2 1 11 affirmer que PL n'est pas borné
c=|14]A = b=
13 -1 0 0 0 else
0 1 0 0 Soit k € K I'index ol min(bx —ajx")/a,d es
0 0 -1 0 update B := B\ {i) U {k)
> Base actuelle: B = {1,6.3) > 3partde B
1 2 2 10 > K= {4)
" Ap=10 0 _l]' bp = 0] » 4entre dans B
2 2 1 11
1 » Base nouvelle: B =1{1,6,4)
xr= [9/2]
0
» Valeur de I'objectif: 69.0
> Ap=(8 2 -1



Exemple (cont.)

PL est défini par
1

6
¢= 14]A =17
13

0o -
0 0

(SIS
[ e ]
—_ 2

=
=

—_—
=

:

» Base actuelle: B = {1,6,4}

1 2 2
> AB=[(] 0 —1],
-1 0 0

10 0
bg = 0],.:: s]
0 0
Valeur de I'objectif: 70.0
> A= 1)

10

11
0

0

while B n'est pas optimal
Soit i € B l'index avec f; = 0
Calculer d € " with ajfd =0,jeB\{i)etald

Déterminer K = {k: 1 <k <m, a/d > 0)
iIfK=0

affirmer que PL n'est pas borné
else

Soit k € K I'index ol min(bx —ajx")/a,d es
update B := B\ {i} U {k}

* B ={l1,6,4} est une base optimale

0
P ox= [S] est une solution optimale

0
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» Le cas dégénéré
» Eviter le cyclage: la régle du pivot de Bland



Lalgorithme du simplexe: la régle de Bland (Bland 1977)

L@ otlz,ckcu{,

' \r
Commencer par une base admissibl@ %, %’Q
Y
N

while B n'est pas optimal
Soit i € B est le plus petit index avec@
Calculer d € R" avec aj’d =0,jeB\lijetald=-1
Déterminer K = {k: 1 <k <m, a,d > 0}
ifK=0
affirmer que PL n’est pas borné
else

Soit k € K est le plus petit index ot min(bx — a; x*) /al d est atte

updafe B := B\ {i} U {k



Eviter le cyclage selon la régle de Bland

Théoreme

Si la régle de Bland est appliquée, I'algorithme du simplexe se

termine. S b 20k alin {
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Eviter le cyclage selon la regle de Bland
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La méthode du simplexe

» Trouver un sommet initial

» Assembler avec:

Résoudre un programme linéaire avec I'algorithme du
simplexe

c'x
st Ax<e




Trouver un sommet initial: Phase 1



Résoudre un programme linéaire avec le simplexe

Soit max{c’x: x € R", Ax < b}

Ré-Ecrire max{c'(y —2): y.z € R", A(y —2) < b, y.7 > 0}
Trouver le sommet initial ou affirmer que le PL est
inadmissible (Phase 1)

Résoudre le PL avec la méthode du simplexe utilisant le
sommet initial (Phase 2)

Résultat: Solution optimale ou affirmation que le PL n’est pas
borné

v

v

v
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