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Heute (09.12.2013):

» Textbuch Kapitel 7.1, 7.2, 7.3
» Wiederholung Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

» Quadratische Formen



Symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar

Erinnerung: Satz

Eine Matrix A € R™ ™ ist orthogonal diagonalisierbar genau dann, wenn A
symmetrisch ist.
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Finde eine orthogonale Diagonalisierung der Matrix
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Der Spektralsatz

Satz 74
Eine symmetrische Matrix A € R"*" hat die folgenden Eigenschaften:
a) A hat n reelle Eigenwerte (Vielfachheit mitgezahlt!).

b) Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert X ist die algebraische
Vielfachheit von X\ als Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

c) Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal
zueinander.

d) A ist orthogonal diagonalisierbar.



Die Spektralzerlegung

» SeiA=P-D-P1 wobei P = (u; --
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Beispiel

Konstruiere eine spektrale Dekomposition von
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Quadratische Form
Definition
Eine quadratische Form ist eine Funktion Q: R™ — R, die als

Q(z) = xT Ax

geschrieben werden kann.
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O.B.d.A ist A symmetrisch
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Substitution

» Betrachte Q(x) = x? Ax mit symmetrischer Matrix A
» A = PDPT orthogonale Diagonalisierung
» Substituiere x = Py oder y = P~ !x
> x Ax =y Dy.
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Beispiel
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Hauptachsentransformation

Satz 75

Sei A € R™*™ eine symmetrische Matrix. Es existiert eine orthogonale
Matrix P so dass die Substitution x = Py die quadratische Form xT Ax in
eine quadratische Form y' Dy iiberfiihrt, wobei D eine Diagonalmatrix ist.

» Die Spalten von P heifen Hauptachsen.
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Klassifikation quadratischer Formen

Definition

Eine quadratische Form Q(x) = x” Ax ist

a) positiv definit, wenn Q(x) > 0 fiir alle x # 0
b) negativ definit, wenn Q(x) < 0 fiir alle x # 0

c) indefinit, wenn Q(x) sowohl positive als auch negative Werte annehmen
kann

d) positiv semidefinit, wenn Q(x) > 0 fiir alle x
<

e) negativ semidefinit, wenn Q(x) < 0 fiir alle x



Quadratische Formen und Eigenwerte

Satz 76
Die quadratische Form x' Ax ist

) positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A echt positiv sind.
b) negativ definit, wewm alle EW von 4 odik vte,Sa&,{V sindl
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Optimierung von Quadratischen Formen mit Nebenbedingung
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