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Orthogonale/Orthonormale Basis
Definition

i) M ist eine orthogonale Menge, wenn fiir jedes Paar u; - u; = 0 (i # j).

i) M ist eine orthonormale Menge, wenn sie orthogonal ist und alle u;
Einheitsvektoren sind. WU\ =4

i) M ist eine orthogonale Basis, wenn sie orthogonal ist und eine
Basis ist.

iv) M ist eine orthonormale Basis, wenn sie orthonormal ist und eine
Basis ist.



Projektion auf orthogonale Basis

Satz 82
Sei{ui,...,u;} eine orthogonale Basis des Unterraums V' C R™. Fiir
jedes v € V seien cq,...,c. € R die Gewichte in der Linearkombination

V=c0cu +---+ cu.
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Dann sind die Gewichte bestimmt durch
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Orthonormale Spalten | e
A= (o.h_.\a..) e

Satz 83
Sei A € R™*"™_ Dije Spalten von A sind orthonormal genau dann

wenn ATA=1. o,
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Orthonormal Spalten I

Satz 84 wxn
Sei A € R™™ eine Matrix mit orthonormal Spalten und x,y € R". Es gilt

) [|Az]| = [|z], PyHeyoves.
i) (Az) - (Ay) ==z -y,
i) (Ax) - (Ay) = 0 genau dann wenn x -y = 0.
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Orthogonale Projektion
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Satz von der orthogonalen Zerlegung
Scrle Bad 4. wit w=V

Satz 85
Sei W C R™ ein Unterraum des R™. Jeder Vektor y € R™ kann eindeutig
in der Form O
y=y+z mit yeW, zecWt Z
[ w3
geschrieben werden.
Ist zumal {u,,...,u,} eine orthogonale Basis von W, dann ist
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undz =y —y.
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Beispiel
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Beste Approximation

Satz 86

Sei W C R™ ein Unterraum von R™ und y € R". Die orthogonale

Projektion y vony auf W ist der Vektor aus W, der kleinsten Abstand zu

y hat. 2Y

Mit anderen Worten: Fiir allev € W mit v # y gilt 2
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Beispiel

» Sei H C R? der 2-dimensionale Unterraum (Ebene) der von

2 -2
u =15 und up =1 1
—1 1

aufgespannt wird
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» Berechne den zu y nachsten Punkt in H
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Orthormale Basen

Satz 87
Sein {ui,...,up} eine orthonormale Basis des Unterraums H C R™.
Fiiry € R" gilt

projy(y) = (y -up)uy +--- + (y - uy)u,,.
Nla-M M= Mp\l'|-A

Ist U die Matrix
U=(muz - w),

dann gilt
projy(y) = WUl N/



Die QR-Zerlegung

Satz 88 TR
Sei A € R™*™ eine Matrix mit linear unabhangigen Spalten. Danngkann A

in der Form WM
e )

faktorisiert werden, wobei () € R™*" eine Matrix mit orthonormalen
Spalten und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix mit echt pos.'twen

Diagonaleintrigen ist.
Bemerkung: Die Spalten von (Q sind eine orthonormale Basis von Col(A)
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Kleinste Quadrate

Definition
Seien A € R™*™ und b € R™. Eine Lésung des Problems der kleinsten b
Quadrate ist ein £ € R™ mit b-aR
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Losung des Problems der kleinsten Quadrate

» Berechne b = Projcoi(4)(b)
» Lése Az = b
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Losung des Problems der kleinsten Quadrate

Satz 89
Die Menge der Lésungen des Problems der kleinsten Quadrate ist die ©
Menge der Lésungen des Gleichungssystems
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Beispiel

» Finde eine Lésung des P.d.k.Q. fiir Az = b mit



