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Lineare Algebra

FEDERALE DE LAUSANNE

Heute (18.11.2014):

» Textbuch Kapitel 5.4, 5.5
» Diagonalisierbarkeit
» Eigenvektoren und Lineare Transformationen

» Komplexe Eigenwerte



Diagonalisierbarkeit

Definition
Eine Matrix A € R™*™ ist diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix D
und eine invertierbare Matrix P gibt mit

A=PDpP L
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Wann ist eine Matrix diagonalisierbar?

Satz 66
Eine n x n Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn A n linear
unabhdngige Eigenvektoren hat.
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Diagonalisierung
Satz 67
Sei A € R™*" diagonalisierbar mit
A=PDP

Dann sind die Spalten von P n linear unabhingige Eigenvektoren von A
und die Diagonalelemente von D die dazugehédrigen Eigenwerte.
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Diagonalisierung in 4 Schritten arpod =ik [T ST
3 1-X
Diagonalisiere die folgende Matrix >
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2. Finde Basen der Eigenrdume
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n verschiedene Eigenwerte

Satz 68 A

Eine n x n-Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar.
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Ubung
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Weniger als n Eigenwerte

Satz 69

Sei A eine n x n-Matrix mit paarweise verschiedenen Eigenwerten

Alseeos Ape

a) Fiir 1 < k < p ist die Dimension des Eigenraumes von \,_héchstens die
Vielfachheit des Eigenwertes \j.

— b) Die Matrix A ist diagonalisierbar dann und nur dann, wenn die Summe

der Dimensionen der Eigenrdume der )i, gleich n_ist und dies passiert
genau dann wenn

i) Das charakteristische Polynome zerféllt in Linearfaktoren und
ii) Die Dimension des Eigenraums von )\ ist genau die Vielfachheit von \j.

c) Ist A diagonalisierbar und By, eine Basis des Eigenraums von \i, dann
ist By U By U -« - U By eine Basis von R™, die aus Eigenvektoren von A
besteht.



Beispiel

» Ist die folgende Matrix diagonalisierbar?
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Basiswechsel
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Basiswechsel Beispiel

T :P?2 — P2 T(p) =p' (Ableitung)
Ba{iis/{bl, ba, bg} mit bl(t) =1, bQ('L') =1, b3(t) =2
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Darstellung via Diagonalmatrix

Satz 70

Angenommen A ist diagonalisierbar mit A = PDP~! wobei D eine n x n
Diagonalmatrix ist. Sei B _die Basis des R™ gebildet aus den Spalten von P.
Dann ist D die Transformationsmatrix der Abbildung x — Ax nach
Basiswechsel auf B.
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Ahnlichkeit von Matrix Reprisentationen

A= pPCP! b, € amly =2 F P dackiede AefrCPT
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