
Lineare Algebra

Heute (13.11.2014):

I Textbuch Kapitel 5.1, 5.2

I Eigenwerte und Eigenvektoren

I Das charakteristische Polynom

I Diagonalisierbarkeit



Eigenvektoren und Eigenwerte

De�nition 4
Ein Eigenvektor einer Matrix A ∈ Rn×n ist ein Vektor x 6= 0 aus Rn mit

A · x = λ · x

mit einem Skalar λ ∈ R.



Lineare Unabhängigkeit

Satz 60
Sei A ∈ Rn×n. Wenn v1, . . . , vp Eigenvektoren zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λp sind, dann ist {v1, . . . , vp} linear
unabhängig.





Das charakteristische Polynom

I Beispiel: Finde alle Eigenwerte von

A =

(
2 3
3 −6

)



Satz über invertierbare Matrizen (Ergänzung)

Satz 19 (Ergänzung)

Eine Rn×n-matrix A ist genau dann invertierbar, wenn

s) die Zahl 0 kein Eigenwert von A ist.

t) det(A) 6= 0.



Das charakteristische Polynom

De�nition
Sei A ∈ Rn×n und sei λ eine Variable. Das charakteristische Polynom von
A ist

p(λ) = det(A− λI).



Beispiel

I A =


5 2 2 3
0 3 2 1
0 0 8 1
0 0 0 3


I Bestimme das charakteristische Polynom von A.



Beispiel

I A =


5 2 2 3
3 3 2 1
1 0 8 1
2 0 0 3


I Bestimme das charakteristische Polynom von A.

I Der Eigenwert 3 hat Vielfachheit 2.

I Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist seine Vielfachheit
als Wurzel des charakteristischen Polynoms.



Beispiel

I A =


5 2 2 3
3 3 2 1
1 0 8 1
2 0 0 3


I Bestimme das charakteristische Polynom von A.

I Der Eigenwert 3 hat Vielfachheit 2.

I Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist seine Vielfachheit
als Wurzel des charakteristischen Polynoms.



Beispiel

I Das charakteristische Polynom einer gegebenen 6× 6-Matrix sei
λ6 − 4λ5 − 12λ4.

I Bestimme die Eigenwerte der Matrix mit Ihrer Vielfachheit.



Beispiel

Sei A ∈ Rn×n. Das Charakteristische Polynom von A

1. hat Grad 1

2. hat Grad 6 n

3. hat Grad = n

4. kann Grad < n haben.



Ähnlichkeit

De�nition
Zwei Matrizen A,B ∈ Rn×n heiÿen ähnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix P ∈ Rn×n gibt mit A = PBP−1.



Eigenwerte ähnlicher Matrizen

Satz 61
Ähnliche Matrizen A und B haben dasselbe charakteristische Polynom und
also auch dieselben Eigenwerte mit der jeweils selben Vielfachheit.



Warnungen

I Die Matrizen (
2 1
0 2

)
und

(
2 0
0 2

)
sind nicht ähnlich (warum?) obwohl sie dieselben Eigenwerte (mit
entsprechenden Vielfachheiten) haben.

I Ähnlichkeit und Zeilenäquivalenz sind nicht das gleiche!



Diagonalmatrizen

I

D =

(
2 0
0 1

)
I Beschreibe Dj für j > 1



Beispiel

I Betrachte

A =

(
7 2
−4 1

)
I Berechne Ai für i > 1



Beispiel

I Betrachte

A =

(
7 2
−4 1

)
I Berechne Ai für i > 1


