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Lineare Algebra

Heute (11.11.2014):

» Textbuch Kapitel 4.6, 5.1
» Spaltenraum, Zeilenraum und Rang

» Eigenwerte und Eigenvektoren



Spaltenrang und Zeilenrang Col_(£) _a_/ﬁm 'L Unterranm,
ool < (A% xe RS

» A € R™*" eine beliebige Matrix.
» Wir lernen jetzt:

Maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen
ist gleich
maximale Anzahl linear unabhdngiger Spalten
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Col(A) und Row(A)

> A c RmX?’L

» Erinnerung: col(A) = {Az: z € R"} C R™ ist das Erzeugnis der
Spalten von A.

» Verstehen wir nun die Zeilen von A als Vektoren aus R™, dann kdnnen
wir definieren:

LO,YV_(,A-) ist das Erzeugnis der Zeilen von A.
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Col(A) und Row(A)

> A c RmX?’L

» Erinnerung: col(A) = {Az: z € R"} C R™ ist das Erzeugnis der
Spalten von A.

» Verstehen wir nun die Zeilen von A als Vektoren aus R™, dann kdnnen
wir definieren:

row(A) ist das Erzeugnis der Zeilen von A.

Zwei Aussagen sind korrekt. Welche? (Wir verstehen eine n x 1 Matrix auch als Vektor im R™)

1. Row(4) = Col(AT) v ng

2. Row(A) = {Az: 2 € R"} { 0 | e ZAX\xelK5—CnL[:<)

3. RowA)—{xT A: xERm}‘C 26 | mehs XT'A'=§ =

4. Row(A) = {(aTA)T: z e R"}¢ wehd | 26 m Slronmg Gehomme,
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Elementare Zeilenoperationen

Definition
Zwei Matrizen A, B € R™*" sind Zeilendquivalent, wenn die Matrix B
durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenoperationen

1. Addition eines Vielfachen einer Zeile auf eine andere Zeile

2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Skalieren einer Zeile mit einem Skalar #£ 0

hervorgeht.
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Zeilenraum ist invariant unter elementaren Zeilenop.

Satz 2
Seien A, B € R™*" zeilendquivalent, dann gilt

Row(A) = Row(DB).
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A in Zeilenstufenform

Satz %

o
d
Sei A in Zeilenstufenform, dann sind L—q_’_‘—/ /(1
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eine Basis von Row(A). .
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Beispiel fests vou L) &
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Der Rang einer Matrix

» Spaltenrang: Dimension von Col(A) Mt andhyertn Lorten

» Zeilenrang: Dimension von Row(A) max. Azahl (. wnalh, Sfm,&m
5 wa% Anell U . wmall, Zalen

Satz 4
Sei A € R™¥", Es gilt

dim(Col(4)) = dim(Row(4)).
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Der Rang einer Matrix

Definition 1
Der Rang einer Matrix A € R™*™ ist die Dimension des
Zeilen/Spalten-Raumes.

Satz 5
Sei A € R™*", dann gilt

Rang(A) + dim(ker(A)) = n.
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Eigenwerte und Eigenvektoren



Lineare Abbildungen
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Eigenvektoren und Eigenwerte
Definition %
Ein Eigenvektor einer Matrix A € R™*" ist ein Vektor  # 0 aus R™ mit
Ax=X-x
mit einem Skalar A € R.
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Beispiel
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» Sind u und v Eigenvektoren von A? w EV (4
el S

poe () (5 =() 0 () T
A-VJ(?i)‘(i):Uﬁ) v EVE
ek (2)) N J b

(4 \sk Engemrieck von A



_ ‘ 0
Beispie Fager QU o5 o el sy
A

v Yo X5 1.0

» A= . o e (0\43
5 2 s
» Ist 7 ein Eigenwert der Matrix A? =2 AX=
& (ax-fT)x)=0

C G> —'}(é 9>:<v§ —G;) o (A-FT)-x =0

S Z )
ALSO ‘Vn‘l(z Gmﬁ(um We{ten
/l) q,‘LE es tn X & K‘L{( A-+ f>\fog

'Z:\&. egslﬁﬂ\fd&b(‘ (’l
> Uee (4-3.T) 7 foy



Eigenraum
» X € R Eigenwert von A
» Menge der Eigenvektoren mit EW ) ist Teilmenge von
{z €R": (A~ Az =0} =ker( 4-AT )
Definition

Sei A € R ein Eigenwert von A. Der Unterraum von R™ ker(A — AI) heilit
Eigenraum von A bzgl. A.
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Beispiel
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Dreiecksmatrizen
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Dreiecksmatrizen

Satz 6

Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind die Diagonalemente der Matrix.
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