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Unterrdume V nadblunt touye
Definition
Sei (V, 4, ) ein reeller Vektorraum. Ein Unterraum von V' ist eine Menge
H C V, die die folgenden Eigenschaften erfiillt: d - per
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Der Span und lineare Unabangigkeit (VH.-)

Sei V' ein Vektorraum und vy, ..., v, € V. Analog zu R™ definieren wir
» Span{vy,..,v,} = {aqv1 + - + o, a,...,ap € R} (Erzeugnis
von vy, ..., Up,. )
> v1,...,Vp sind linear unabhangig, wenn aus vy + -+ - + apv, =0
folgt, dass a1 = as =+ =@, = 0.



Basis eines Unterraums (V N ,3
™

Definition
Sei H C V ein Unterraum von V. Eine Basis von H ist eine Menge linear
unabhdngiger Vektoren {vy,...,v,} C H mit

Span{vy,...,v,} = H
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Sei V' = Span{uy,...,u,}. Hat jeder Unterraum H C V eine
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(® Wir wissen: Wenn {m S } C V linear unabhanglg, dann gilt —
p<n. © = (V- ivg) (r ): e am) A( }
» Wir zeigen gleich: Wenn B = {vy,...,v,} C H linear unabhanglg und V¥
keine Basis von I, dann existiert ein v* € H mit {vy,...,v,,v"} AW,
linear unabhingig. pow
» Wir setzen dann B = {vy,...,v,,v"} und wiederholen diesen =3¢, vp
Ersetzungsschritt solange, bis B eine Basis ist. Awsias apwV

» Wenn man mit B = {v} mit einem Beliebigen Vektor 0 # v € H
startet erhalt man nach héchstens n — 1 vielen Schritten eine Basis.



Ein Erganzungssatz

Satz 51
Seien {v1,..,vp} linear unabhdngig und v* ¢ Span{vi,...,v,}, dann ist
{vi,...,v,,v*} linear unabhingig.
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Basissatz

Satz 52 V4
Ein Unterraum {0} # H C ¥ hat eine Basis. ( © eclmy e

V= Spvn Luh---uuns
?

Vit edh



Dimension

Satz 53

Sei H C V ein Unterraum und {bi,... by} und {c1,...,¢c;} zwei Basen
von H. Dann gilt k = 1.

Jede Basis von H hat also immer gleich viele Elemente.



Dimension V st gndan H'a).uua‘l‘_.

Definition

Die Dimension eines Unterraums H # {0}, dim(H) ist die
Anzahl von Vektoren in einer Basis von H.

Die Dimension des Unterraums {0} ist 0.



Eindeutige Darstellung durch Koordinaten

Satz 54
Sei B = {bi,...,b,} eine Basis des Vektorraums V . Fiir jedes x € V gibt
es einen eindeutigen Vektor

T

mitx=mxy by +---+x,b,.
T Gewdtk (w dur s hommoinadoon 7

\Dll'-\b“| dex ¥ Mgl\l‘\!
Bidualiylost Gotgh on0 o Unats Wiy 2 oy Bae ib. Gt o vade

] ¥4 . aex=X,lpq £ F Cubu .
) T) Wt Mt A Onbw %
0+ 0 e gy et B ) b



8; AL Cedhueiny Wt 4= *O
sowdt U 2ur i Unelh. dar b bu,

Crcdomt G’fb" ap, Spm Lo by = V.
2
Rspr B BT d 42X, X=X X )
qad= T+ ax + Ax* [qlh= (6)

qoe= Wr Bxeaxt= Ya-A +Ye 2% +3aUext)
= %4+ (Q%etyr) X ~yax®

GS'- =34 He= Y
5= 1'7'1. s 43=-3

I -Ys

rx AZ ¢
3 e



Beispiel J4% X5

B={2,x+ 1,22 + x} ist eine Basis von P3. (Warum?)

Berechne die Koordinaten von p(x) = 4 + 3z + 22
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Lineare Abbildungen

Definition
Seien V und W Vektorrdume und 7: V' — W eine Funktion. Die Funktion
T ist eine lineare Abbildung, falls

1. T(u+v) =T(u) + T(v) fir alle u,v € V, und

2. T(av) =aT(v) firalle a e Rund v € V.



Die Koordinatenabbildung

Satz 55
Sei V' ein Vektorraum mit Basis B = {v1,...,vy}. Die Abbildung ( 4 )
°

[lg: V — R" E"‘X& )

welche einen Vektor auf seine Koordinaten bzgl. B abbildet ist eine
bijektive lineare Abbildung.
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Beispiel

Betrachte die Basis B = {vl = G) , Vg = (3)} von RZ.
VY

Welche Matrix A € R?*?2 beschreibt die lineare Abbildung B ‘R2 & R2?
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«t& Sen (X L) €3 x%) ESpon.
» Ist 2.1 + 22 eine Basis von Py? o (W) =22, 2 Ve ‘>£::~3.

» Ist I; 2, 22, 1 + 22 eine Basis von P5?
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Basiswechsel

Beispiel:
» Seien B = {by,bs} und C = {cy, c2} Basen des Vektorraums V.
» Wir kennen die Koordinaten: » Ge= Cat o by =-6Cuit Co
4 —6
bile = (7). o= ()
= 94 (-6
» Sei ferner [z]5 = (3) @@34 =% )

» Berechne [z]c.
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Basiswechselsatz

Satz 56
Seien B = {b1,..., b,} undC ={ci,..., ¢, } Basen des Vektorraums V.

Es existiert eine eindeutige Matrix CPB e R™ ™ mit
—

e =[P}
firallex e V.

Die Spalten von CPB sind die C-Koordinaten von v1,...,V,
—

P = (bile[bale -+ [bule).



Beispiel

) C
> b = (—19) yba = (:i) und ¢; = ( 1) ‘&L— ( 3) Basen von

R2.
» Berechne CPB Wo ‘ovoudse dmza dus Ko dn wadn
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Was ist P 7

B+C

» Seien B = {by,...,by} und C = {c1,...,c,} Basen des
Vektorraums V.

» Die Spalten von CPB sind die Koordinaten der b; bzgl C.
—

» Also sind diese linear unabhangig.



Beispiel

» B={1l.,z} und C = {2,1+ =} sind Basen von P;.
» Berechne P und P .
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