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i Lineare Algebra

Heute (23.10.2014):

» Textbuch Kapitel 2.9, 3.1, 3.2
» Koordinaten

> Rang einer Matrix

> Determinante

» Theoretische Vorbetrachtungen
» Rekursive Definition



Koordinaten

» B= M Basis des Unterraums H C R" v (B) =
» u € H ist eindeutig durch Gewichte o, ..., o, mit

u=aiby + -+ apb,

festgelegt.
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Koordinaten

Definition
Sei B = {b1,...,by} eine Basis des Unterraums H und sei z € H. Die
Koordinaten von x bzgl. B sind die Gewichte o, ..., a, mit
r=o1by + -+ ayb,. _
L= an pUp (b4bw"“P)Y‘x
Der Vektor
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heisst Koordinatenvektor von x bzgl. B.
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Rang einer Matrix

Definition m
Der Rang einer Matrix A € R™*" ist die Dimension von col(A4).& \P2
Beispiel: Ll CN) = A Ax @ K1)
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Rang und Basisvariablen

Satz 27
Der Rang einer Matrix A ist die Anzahl der Pivotspalten in einer
Zeilenstufenform von A.
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Dimension von Bild und Kern

Satz 28
Sei A € R™*", Es gilt Rang(A) + dim(ker(A)) = n.
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Basissatz

~Emmmp)
Sei H C R™ ein p-dimensionaler Unterraum des R™. Es gilt

a) Eine p-elementige Teilmenge {hy, ..., h,} C H linear unabhingiger
Vektoren aus H ist eine Basis von H.

b) Wenn das Erzeugnis einer p-elementigen linear unabhangigen Teilmenge
H ist, dann ist diese Menge eine Basis von H.



Erganzung zu Satz 19

Satz 19 (Ergdnzung)

Sei A € R"*™ Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent zur
Eigenschaft, dass A invertierbar ist.

m) Die Spalten von A sind eine Basis des R"

) Col(4) =R" 1 2 2 l'\nval-\ru'u\au?.‘
o) Rang(A4)=n 4 < c

p) ker(4) = {0}

q) dim(ker(A4)) =0 6 q |2
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60>
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Flacheninhalt von Parallelogrammen €,= X) ez=(;)‘--u\=€\
by ; ./
» Der Flicheninhalt des Parallelogramms, welches von ey, ..., e, € R"

aufgespannt ist, “A
.Up € R™ linear abhdngig , dem st Flidevulaly 0,

» Sind vy, ...
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Flacheninhalt von Parallelogrammen
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Flacheninhalt vo rallelogrammen
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Flacheninhalt von Parallelogrammen

» Betrachte Vektoren vy,...,v,-1 € R

» Mit z € R" sei F'(z) Flacheninhalt vog Parallelogram, welches von
aufgespannt vy, ..., v,z wird.

» Die Funktion F': R™ — R ist eine lineare Abbildung
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Determinante: Erwiinschte Eigenschaften

det: R"*" — R hat Eigenschaften:

i) det(l,) =1

ii) Ist Rang(A) < n, dann gilt det(A) =0
i) det(A) ist linear in jeder Zeile.
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Linearitat in jeder Zeile

» Nehmen wir an, die i-te Zeile ist unbestimmt.

» |n dem wir einen Vektor z € R™ dann als i-te Zeile von A verstehen,
erhalten wir eine Matrix A; ;) und somit durch det eine Abbildung:

T,: R* — R
. — det(Agy).
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Linearitdt der Determinante

Linearitat in jeder Zeile

Die Abbildung T; : R™ — R ist eine lineare Abbildung fiir alle
ie{l,...,n}



Hilfssatz

Satz 30 ~R
Sei det: R"*" eine Abbildung mit den Eigenschaften ii, und iii. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

a) Verwandelt man A durch Vertauschen zweier Zeilen in A', dann gilt

det(A) = — det(A').

b) Verwandelt man die Matrix A durch Addition eines Vielfachen einer
Zeile zu einer anderen Zeile in A', dann gilt

det(A) = det(A4').



Brus 1) 1:1> [

22 ACKY = dA(R) [ G aem Riekdlsa - - - Gowtd Oy
/

] )

A A

e d(R)) = e G:» x et ( .L,:L)

ki p)y 20 de vogow.




av). \—;.‘j G
)

Q_-T ’
: . dak (W) = ~adR,
—J et
.t v
F A

ot -5 a:t
\,\,E_/ 3
9 P \/‘V\/

LRI R (12
dabCh) v ke ) = ek (Be) k() = ek ( .:‘9*5}:0 il



Was wissen wir jetzt?

1. Wir kennen wichtige Eigenschaften, die det erfiillen muss.
2. Wenn es det gibt, wissen wir wie man det berechnet.

3. Wir wissen noch nicht, ob det existiert. ' )
Tutmr Paation. 0o Ty p (b el e} Zeihs & Ditf) ende 6

A ~p (O, 8 4000 \
- =9k LK)z Oaachad|®oaze
by S B

Anw
wn
= “ (v B2
i=4

sy A mich! cnov v, A9AA) £ O -



