(L

i Lineare Algebra

Heute (21.10.2013):

» Textbuch Kapitel 2.8, 2.9, 3.1
» Unterdume
» Kern und Spaltenraum

» Dimension und Rang



Unterraume

Definition
Ein Unterraum des R™ ist eine Menge H C R", die die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

i) Der Nullvektor 0 ist ein Element von H.
i) Fiiralle u,v € H gilt u+veH Abagsdbassm IMAS
i) Firalleue Hund o e Rgilt a-u € H. pogeschlosssn Mt \ouof
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Beispiel

» Seien u,v € R"
» Sei H = Span{u,v}

» H ist ein Unterraum des R"
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Beispiel 2

» Seien u € R™ und v € R™ beide # 0
» Wann ist {u+ a-v: a € R} ein Unterraum?
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Beispiel
> up,...,up € R?

» H = Span{uy,...,u,} ist Unterraum des R", der von uy, ... u,
erzeugt wird.
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Spaltenraum

Definition

Sei A = (a1,...,a,) € R™*"™ eine Matrix mit Spalten ay, ...,

Der Spaltenraum ist das Erzeugnis der Spalten von A

Col(A) ={agay + - -+ aua,: aq,...,

Bemerkung: Col(A) ist ein Unterraum des R™.
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Beispiel
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Noch einmal: ker(A)

Erinnerung:
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» ker(A) = {z € R": Az = 0} Dby qS ést
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Basis eines Unterraums

. Definition
Sei H C R™ ein Unterraum des R™. Eine Basis von H ist eine Menge linear
unabhdngiger Vektoren {vy,...,v,} C H mit

Span{vy,...,v,} = H
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Hat jeder Unterraum H C R" eine Basis?

Die Antwort auf diese Frage ist: “Ja"

Beweisidee:

» Wir wissen: Wenn {vy,....v,} C R" linear unabhdngig, dann gilt
pP<n.

» Wir zeigen gleich: Wenn B = {vy,...,v,F°C H linear unabhingig und
keine Basis von I, dann existiert ein v* € H mit {vy,...,v,,v"}
. - . <
linear unabhingig.

» Wir setzen dann B = {v1,...,v,,v*} und wiederholen diesen
Ersetzungsschritt solange, bis B eine Basis ist.

» Wenn man mit B = {v} mit einem Beliebigen Vektor 0 # v € H
startet erhdlt man nach héchstens n — 1 vielen Schritten eine Basis.



Ein Erganzungssatz

Satz 24
Seien {v1,..,vp} linear unabhdngig und v* ¢ Span{vi,...,v,}, dann ist
{vi,...,v,,v*} linear unabhingig.
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Basissatz

Satz 25
Ein Unterraum {0} # H C R™ hat eine Basis.
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Dimension

Satz 26

Sei H C R™ ein Unterraum und {b1, ... ,b.} und {c1,...,c;} zwei Basen
von H. Dann gilt k = 1.

Jede Basis von H hat also immer gleich viele Elemente.
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Dimension

Definition

Die Dimension eines Unterraums H # {0}, dim(H) ist die
Anzahl von Vektoren in einer Basis von H.

Die Dimension des Unterraums {0} ist 0.
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Basis von col(A)
X TR l’r=@>~4. R 1--- 1 Qm> :

e ooJ\QJ.\u. T

L’ ( ‘_‘—‘—\__> DAY

> ﬂl (o WURS ceSZS Bese, on ACA)



Basis von col(A)



