.ﬂ'ﬂ. Lineare Algebra

Heute (09.10.2014):

» Textbuch Kapitel 2.2, 2.3

» Erinnerung: Matrixmultiplikation und Hintereinanderausfiihrung
» Die Umkehrabbildung

» Die Inverse einer Matrix

» Eine Formel fiir 2 x 2-Matrizen

» Ein Algorithmus zum Berechnen der Inversen

» Charakterisierung invertierbarer Matrizen

» Elementare Matrizen



Komposition von Funktionen /Abbildungen

U.V,W Mengen wi®
U=V ge(: W W

g: VoW wn \ \"Y
Die Funktion go f : U — W mit der Vorschrift

(g0 f)(u) = g(f(u))

v

v

v
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heilt Komposition oder Verkettung von f und g



Verkettung linearer Abbildungen

Satz 17
Seien T : R™ — R™ und G : R™ — RP lineare Abbildungen. Die
Verkettung G o T : R™ — RP st eine lineare Abbildung.

Breans : Sache Lebak UN“JU"‘(‘!.



Die Standardmatrix von G o T

» B=(by---b,) € R™*" Standardmatrix von 7": R" — R™
» A e RP*™ Standardmatrix von G : R™ — RP

» Standardmatrix von G o T ist

———

Wbl - Aby) € R'W“J
Slondedweinx: Die Seoten wwid e Dl du Cun Ducks wbloren,
sk Spalic (G.»TB(&) = & (T(eﬂ) = G\(%e;;)
= G\C b‘l) z A- bdl

el Sotke GoTYR) = G (T = Glwe) = &lbi)
=Abe.
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Umkehrfunktion

» U,V zwei Mengen und f: U — V eine Funktion.
» Wir suchen eine Funktion, die das Anwenden von f riickgdngig macht.

» Woran kann dieses Riickgangigmachen scheitern?
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Umkehrfunktion
Definition
Ist f: X — Y bijektiv, so heilt
f_l . Y

_>
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Umkehrabbildungen linearer Abbildungen

Lineare Abbildung 7" : R™ — R™ bijektiv <= m = n und Spalten der
Standardmatrix Basis des R"

Satz 18
Sei T : R™ — R" eine bijektive lineare Abbildung, dann ist die
Umkehrabbildung T~ : R™ — R™ auch eine lineare Abbildung.

Besrcs. bk Vorlisum: Tlomz Ay wobes
udte:
Ter=x ! Aemh*r,
Coni sdde AMoblidsy  T0)= At x Do
Hakoe x Ve



Die Standardmatrix von 71

» Sei A € R"*" die Standardmatrix der bijektiven linearen Abbildung 7.
» Standardmatrix von T71: 471 @ wwwmwev so, A2 G IR™™.
» AT A= A Al =1,

1 o
> AT = (agteeay) ;

v
A0~~0

- I‘ ‘L_.-

Wie berechnet man a, ~lp ;. A (@ o) ) ) _
4 ¥

ES%&'H A a.,. =(€) ) A e T (‘;3

TCA= AKX,
THao) = AtAax =k Vrer"™, GA = A'R=Twn

o e v () 1] = ()




Die Standardmatrix von 71

v

Sei A € R"*" die Standardmatrix der bijektiven linearen Abbildung 7'
Standardmatrix von 7-1: A~!

At A=A.-A"1=1,

A= (o o)

T

» Wie berechnet man a; 4
2um ?)9«8“- oon  Axs (‘:)
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18] ~= (i)

low ottt A" ynat fofymchon Alg oad-thoms
fotme A
EA\ \1’2: va [-L"‘ IAM]
do 4 E\v&ddudm.oq.cq‘;uq.g




Beispiel
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Algorithmus zum Berechnen der Inversen

» Sei A € Rrxn
» Berechne die reduzierte Zeilenstufenform von

(A In.)
» Ist das Ergebnis von der Form
(In B),

dann ist A=1 = B. Andernfalls ist A nicht invertierbar.
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Charakterisierung invertierbarer Matrizen

Satz 19
Sei A € R"*"™. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent.

a) A ist invertierbar.
Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,,. T _ %-r ) A\'
A hat n Pivotpositionen. (A B ) -
Az = 0 hat nur die triviale Lésung = = 0.
Die Spalten von A sind linear unabhingig. @ T)-A = (AA )T
Die lineare Abbildung T'(z) = Ax ist injektiv.

)
)
)
)
)
g) Die Gleichung Ax = b ist fiir alleb € R"™ Iosbar. (AM ‘1'. AT -
) Die Spalten von A erzeugen R™. _a
) Die lineare Abbildung T(x) = Ax ist surjektiv. (A AA )T = law
) Es existiert eine Matrix C' € R" ™" mit C- A = 1I,,. = S-\,\
) Es existiert eine Matrix D € R™*" mit A- D = I,,.
)

AT ist invertierbar.



Beispiel
Benutze Satz 19, um zu entscheiden, ob diese Matrix invertierbar ist.
1 0 -2\ xsq_
A= 3 1 -2 &1
-5 -1 9

A wctase Tledbods - Baedre ST oo~ A

A O -2 A 0 -2 yr Dot -
o | 0“4 —2 O |4 S| Lol |
o-4 -1 o O & T,



2 x 2 Matrizen
Satz 20

=)

ist genau dann invertierbar, wenn ad — cb # 0.

In diesem Fall ist
: 1 d —b
-1 _
A= ad — be (—c a)

Py, 7;‘:—"' Su a-d- cbto.

— - y Q..g,) Qb\\('; o)
ad~-be \-C a cd [ = A




2 x 2 Matrizen
Satz 20

=)

ist genau dann invertierbar, wenn ad — cb # 0.
In diesem Fall ist

JET (d —b)
Su:o.-d-c-bm: ad —bc \—c «a
= " Weww Oz cco , damwve  Scwel S\V‘“*"‘ om A B
T ol umd oowd A S owvubinow,

Qex V0 OLtO o C *0 . o (‘o L)
ATolt afo wblipkasee Zuk Set wd e ‘—"’—}_ oA
° oy Svelly )b B, el .



2 x 2 Matrizen

Satz 20

a b
A:(cd

ist genau dann invertierbar, wenn ad — cb # 0.

In diesem Fall ist
a1 1 d —b
T ad—bec \—c a
proom ¢ $0, o mdkph'l«m 6 -

g'a—d: _ (b> = Awdf c'hm'ldn(m/. ®
ol -\




Umkehrabbildung

Satz 21

Sei T : R™ — R™ eine lineare Abbildung mit Standardmatrix A. T ist
umkehrbar genau dann wenn A invertierbar ist. In diesem Fall ist

T Yz)= A1z

Tbluwb s o?FonM)HQA?&\



Noch einmal das GLS Ax = b

» Sei A € R™™ ™ invertierbar.
» Betrachte

Ar =b.

» Das GLS (7) hat Lésung z* = A~1h



Elementare Matrizen

Erinnerung: Elementare Zeilenoperationen
i) Vertauschen zweier Zeilen
i) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar # 0
i) Addition eines Vielfachen einer Zeile auf eine andere Zeile.

U Ea) =5t
U= (§2)



Vertauschen von Zei

L A -

le 7 und k

A b 2uleonpd | &~ <

c-k zlﬂ-'}k -




Multiplikation der i-ten Zeile mit o # 0



Leile 1= Zeile i + a- Zeile k, 1 # k

:, [enzea— - A




Nacheinanderausfiihren von elementaren Zeilenoperationen

» Auf A € R™*" werden Operationen O1, ..., O} ausgefiihrt (in dieser
Reihenfolge)

» Das Ergebnis ist Erg € RM¢n
. ¥ . .
» Seien Eo,, ..., Eo, € R™die elementaren Matrizen, die zu

O1,...,0). gehoren.

Dann ist
Eo’...- EQ“. A - EV%
e‘ka‘M



