.(I'fl- Lineare Algebra

Heute (25.09.2014):

» Textbuch: Kapitel 1.5, 1.7, 1.8

» Matrix-Vektot Produkt Az

» Beschreibung von Lésungsmengen linearer GLS
» Kern einer Matrix

» Lineare Unabhingigkeit

» Lineare Abbildungen
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Definition e\Qm

Sei A € R™*™ mit Spalten ay,..., a, und sei z € R™ Das Produkt von A

und z, welches mit A = bezeichnet wird ist der Vektor

€T

AI:(alr---:an) =ma1 + -+ Tpay

Az ist die Linearkombination der Spalten von A mit den Gewichten
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Beispiel: a

Beispiel: Seien v, v5,v3 € R3. Schreibe die Linearkombination von
vy, v2,v3 mit Gewichten 3, —4,5 als Matrix/Vektor Produkt A x.
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Berechnung von A x

Beispiel:
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3 4 2 T = 2xq +4¥ (¥
2 4 1 T3 2xa E¥¥e ¥ X3



Lineare GLS, Matrixgleichung, Vektorgleichung

Notiz
iyl

Sei A € R™*™ mit Spalten aq,..., ap, seibe R™und [ : | ein Vektor

T
von Variablen. Die jeweiligen Lésungsmengen der Matrixgleichung

Az =b (6)

der Vektorgleichung
xlal+"'+$rzarzzb (?)

und des linearen GLS mit erweiterter Koeffizientenmatrix
((11 ap - Gy b) (8)

sind identisch.



Beispiel

Schreibe das lineare GLS als Matrixgleichung und als Vektorgleichung

Ty - 2-x2 + =z = 0
2-x29 — 8.-x3 = 8
—4-xy + 529 + 9239 = -9
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Satz 3
Sei A € R™*"_ Dije folgenden Eigenschaften sind logisch dquivalent:

a) Fiir alle b € R™ ist Ax = b I6sbar.

b) Jedes b € R™ ist eine Linearkombination der Spalten von A.
c) Die Spalten von A erzeugen R™.
)

d) A hat in jeder Zeile eine Pivotposition.
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Eigenschaften des Matrix/Vektor Produktes

Awe ™
Satz 4

Seien A € Rmx”, und o € R. Es gelten

) Alu+v) = Au+ Av
i) A(au) = a(Au)
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Losungsmengen linearer GLS: Parametrisierte Vektorform
A‘X =@ -g\omogm i oot jenbb‘mzswas\—bm_

Beispiel:
3-x1 4+ 5.0 — 4-x3 = 0
-3y — 219 + 423 = 0
621 + =z — 8x3 =0 .,
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Losungsmengen linearer GLS: Parametrisierte Vektorform

Beispiel:
10-2y =329 -2 -23=0
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Homogene und inhomogene GLS

AQIQWM

Definition
Ein lineares GLS der Form
Az =0 9)

ist ein homogenes lineares GLS.
Der Kern einer Matrix A ist die Menge der Lésungen von (9) und wird mit
ker(A) bezeichnet.
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Parametrisierte Vektorform: Beispiel inhomogenes GLS

SEi xa XL’)('>?§\(
1 00 42

0 01 31
0 0 0 0[O0

die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen GLS (evtl. nach
elementaren Zeilenop.). Beschreibe die Menge aller Lésungen in
parametrisierter Vektorform.

Rea. Y2 ) Xy, Xyt 3¥y o4 Ko Y =2
Xqa = 2-Y¥y.
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Losungsmengen inhomogener linearer GLS

Satz b

Sei Ax = b ein Iésbares lineares GLS und x* eine Lésung. Die Menge aller
Lésungen ist pon clae Fovm

L={z"+u:uécker(A)}
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Berechnen der Losungsmenge in parametrisierter Vektorform

Rezept

1. Berechne die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten
Koeffizientenmatrix.

2. Beschreibe jede Basisvariable als Linearkombination von freien
Variablen.

3. Schreibe eine typische Lésung x als Vektor in dessen Komponenten
Konstanten und Linearkombinationen der freien Variable stehen.

4. Zerlege diesen Vektor als Linearkombination von Vektoren mit freien
Variablen und T Gown
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Lineare Unabhangigkeit

Definition
Die Menge von Vektoren {v1,...,v,} CR™ ist linear unabhangig, wenn 0
keine nichttriviale Linearkombination der vy, ... v, ist. en Az (0a OQ)
) Nokiz:
Mit anderen Worten, wenn ker(vy ...v,) = . —_
it anderen n, wenn \_e—r(?}l vp) = {0} RN
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Beispiel

>,
Sind
100 4321 21231 23411
v = 20 | ,ve = 5123 | w3 = | 1123123 | , vy = | 12341123123
3123 6123 1231231 12341231231

linear unabhangig?
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Zwei Vektoren
Wann sind vy, v2 € R™, vy # 0, va # 0 linear unabhangig?
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Charakterisierung linearer Abhangigkeit

Satz 6

Eine Menge S = {v1,...,vp} CR", p > 2 von 2 oder mehr Vektoren ist
linear abhangig dann und nur dann, wenn mindestens ein Vektor aus S eine
Linearkombination der iibrigen Vektoren aus S ist.

Achtung: Wir sagen nicht “jeder Vektor aus S”!






Satz 7
Eine Menge S = {vy,...,v,} CR" von p > n+ 1 Vektoren aus R" ist
linear abhangig.



