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Basis- und freie Variablen

Definition
Sei ein GLS in (reduzierter) Zeilenstufenform. Die Variablen, die zu
Pivotspalten gehoren heilen Basisvariablen. Alle anderen Variablen sind
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Losbarkeit
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Satz 2 QA k-~ & AmnYu = O
Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn die (reduzierte)

Zeilenstufenform keine Zeile der Form
O - 0 a)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.
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Losungsmenge

Sei [A | b] in Zeilenstufenform, wobei die ersten k Zeilen die Nichtnullzeilen
sind. Fiir ¢ € {1,..., k} sei j; der Spaltenindex des fiihrenden Eintrags der
i-ten Zeile. Angenommen, das Gleichungssystem ist I6sbar. Die Menge aller
Lésungen ist dann

L={(zx1,22,...,2p):
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Vektoren HBV
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Definition
Eine Matrix mit nur einer Spalte ist ein Spaltenvektor oder auch einfach
ein Vektor. Die Eintrage eines Vektors heiken Komponenten

(2 L 1/2 ~ (un
u={3), v=("1) w={,)

mit wq,wy € R sind zweidimensionale Vektoren, d.h., sie haben zwei
Komponenten.

Die Menge aller zweidimensionaler Vektoren wird mit R? bezeichnet.
d
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R??-

Definition
Die Menge der Vektoren mit n Komponenten wird mit R™ bezeichnet.
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Summe von Vektoren

Sind
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n-dimensionale Vektoren, so ist deren Summe
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Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
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Geometrie von R2




Die Parallelogrammregel

Sind u und v aus R?, dann entspricht u + v dem vierten Eckpunkt des
Parallelogramms, dessen andere Eckpunkte 0, u und v sind.
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Geraden

Definition
Sei u € R™ und u # 0. Die Menge aller skalaren Vielfachen von u

{a -u:aecR}
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Algebraische Eigenschaften des R"

Fir alle u,v,w € R™ und a, 3 € R gelten

(i) utv=v+u (V) a-(u+v)=a-ut+a-v
(i) (u+v)+w=u+(V+w) (vi) (a+8) u=a-u+f8-u
(i) u+0=04u=u (vi) a- (B-u)=(a- ) u
(iv) u+(—u)=—-u+u=0
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Definition
Seien v1,...,vp, € R™" und ai,...,a, € R. Der Vektor
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ist eine Linearkombination der vy, ..., v, mit Gewichten ay, ..., ay,.
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Vektorgleichungen

Notiz
Eine Vektorgleichung
riay + - +Tpa, = b,

mit ai,...,an,b € R™ und Variablen x1,...,z, hat die gleiche

Lésungsmenge wie das lineare Gleichungssystem welches durch die
erweiterte Koeffizientenmatrix

(ar az -+ a, b)

beschrieben ist.
Insbesondere ist das lineare GLS (die Vektorgleichung) dann und nur dann
[6sbar, wenn b eine Linearkombination der a1,...,a, ist.



Das Erzeugnis (der Spann)

Definition
Seien v1,...,v, € R™. Die Menge aller Linearkombinationen von vy,..., v,
ist das Erzeugnis von vy, ..., v, und wird mit

Span{vy,...,vp} ={oqg - v1+--+a,- v, oq,...,0 ER}

bezeichnet.
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Beispiel: Gerade im R3

Wenn v € R? und v # 0, dann ist Span{v} eine Gerade.



Beispiel: Ebene im R3

Wenn u und v aus R¥-beide # 0 und u kein Viefaches von v ist, dann ist
Span{u, v} die Ebene, die 0,u und v enthilt.




Ax

Definition
Sei A € R™*™ mit Spalten a1, ..., a, und sei z € R™ Das Produkt von A

und z, welches mit A = bezeichnet wird ist der Vektor

€T

Az = (alr---ran) =ma1 + -+ Tpay

Az ist die Linearkombination der Spalten von A mit den Gewichten
T1....,Tp.
4

(1 2 -1
Beispiel: (0 5 3) ;



Beispiel:

Beispiel: Seien vy, v9,v5 € R3. Schreibe die Linearkombination von
vy, v2,v3 mit Gewichten 3, —4,5 als Matrix/Vektor Produkt A x.



Berechnung von A x

Beispiel:

1 2 -1 1
3 4 2 Ia
2 4 1 T3



Lineare GLS, Matrixgleichung, Vektorgleichung

Notiz
iyl

Sei A € R™*™ mit Spalten aq,..., ap, seibe R™und [ : | ein Vektor

T
von Variablen. Die jeweiligen Lésungsmengen der Matrixgleichung

Az =b (3)

der Vektorgleichung
xlal+"'+$rzarzzb (4)

und des linearen GLS mit erweiterter Koeffizientenmatrix
((11 ap - Gy b) (5)

sind identisch.



Beispiel

Schreibe das lineare GLS als Matrixgleichung und als Vektorgleichung

Ty - 2-x2 + =z = 0
2-x2 — 8-x3
-4y + H-29 + 923 = -9
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