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Heute (§.09.2643):
» Mengen: Einfiihrung und Notation

» Zahlenmengen

» Wir lernen diese Fragen zu entscheiden:

» Ist ein gegebenes lineares GLS |sbar?
» Wie findet man gegebenenfalls eine Lésung?
» Wie beschreibt man alle Lésungen?

» Wie?: Jedes lineare GLS hat ein dquivalentes GLS in Zeilenstufenform
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» Wir lernen diese Fragen zu entscheiden:

> Ist ein gegebenes lineares GLS |sbar?
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» Wie?: Jedes lineare GLS hat ein dquivalentes GLS in Zeilenstufenform

Definition
Zwei lineare Gleichungssysteme G LS| und GLS; sind dquivalent, wenn die
Mengen |hrer Lésungen iibereinstimmen.



Mengen

Menge

Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. (naive definition nach
Cantor)

Beispiele:
» N ={1,3,a}, N ist Menge, die aus den Elementen 1,2 und a
besteht.
» N={0,1,2,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen

» M = {z: x ist Mensch} ist Menge aller Menschen



Element einer Menge

» Wir schreiben x € M, wenn z ein Element von M ist
» Wir schreiben z ¢ M, wenn z kein Element von M ist

Beispiele:

» Mit M Menge der Menschen, kann man die Menge der Frauen so
beschreiben:
F={x € M: xist Frau }

» H={xre M: zist Mann }



Mengenoperationen

Seien A und B zwei Mengen. Wir schreiben
» A C B, wenn fiir jedes x € A gilt, dass = € B.
» Wir schreiben A O B, wenn B C A.
» Wir schreiben A = B, wenn A C B und B C A.



Mengenoperationen (Fortsetzung)

» Die Vereinigung von A und B ist die Menge
AUB ={z:x € Aoder x € M}.

» Die Schnittmenge von A und B ist die Menge
ANB={z:x€ Aund z € B}.

Beispiele:
» FC M
» HNF =10
» HUF # M



Mengenoperationen (Fortsetzung)

» Die Menge A “ohne” B ist

A\B={xz:z€ A x ¢ B}

Beispiel:
» K =M\ (FUH) ist die Menge der Kinder
» Z Menge der ganzen Zahlen Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}
» N=Z\{z €Z: z <0}.
» G={x€Z: esexistiertein y € Z mit z -2 =y} ist Menge der

geraden Zahlen



Bezeichnungen fiir Zahlenmengen

v

N: Menge der natiirlichen Zahlen

v

Z: Menge der ganzen Zahlen

a%0 .
Q={p/q: p.q € Z, ¢veeB}: Menge der rationalen Zahlen
R: Menge der reellen Zahlen

v

v



V/2 ist keine rationale Zahl

Satz 1 .
V2 ist keine rationale Zahl. U-\OU'“é |
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Matrizen

L TR TRN
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Eine m x n-Matrix A ist eine Liste von m - n rellen Zahlen
a;j € R, 1 <i<m,1<j<n die auf die folgende Weise angeordnet sind

ail a2 e Aln XL
a1 az2 - az
A=| _ | E \Q

ml Qm2 - Umn

Die Menge der (reellen) m x n-Matrizen bezeichnet man mit R™*™.



Quiz
Die erweiterte Koeffizientenmatrix des unteren GLS
ajp- T+ 0 a T, =b
Aml $1+ e Qmn " T = bm
ist ein Element von

Rmxn R(m+1)xn Rmx(n+1)



Intuition Zeilenstufenform

Betrachte die folgenden erweiterten Koefizientenmatrizen. Welche der

dazugehérigen Gleichungssysteme @
1. ist nicht I&sbar 1 o <« 2
2. hat genau eine Ldsung o) o z A
3. hat unendlich viele Lésungen? o o o |1
2 ¢ Ol 2 v o\
o © z |\ (o) (&) £ 1 @
> \e =nle



Nullzeilen und fiihrender Eintrag

Betrachte die Matrix

app  apz 0 QA

a1 a2 e a2n
A= .

Am1  Qm2 Omn

Die i-te Zeile von A ist eine Nullzeile, wenn a;; = 0 fiir alle j = 1,. ..

Der fiihrende Eintrag einer Zeile, die keine Nullzeile ist, ist der am
weitesten links stehende Eintrag # 0.
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Zeilenstufenform

Definition
Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn sie die drei folgenden
Eigenschaften erfiillt:

1. Die Nullzeilen liegen unter den Nichtnullzeilen.

2. Bei zwei aufeinanderfolgenden Nichtnullzeilen ist der fiihrende Eintrag
der unteren Zeile rechts vom fiihrenden Eintrag der oberen Zeile.

3. Alle Eintrage einer Spalte unter einem fiihrenden Eintrag sind Nullen

(0).
Wenn die Matrix zusatzlich noch die folgenden Eigenschaften erfiillt, dann
ist sie in reduzierter Zeilenstufenform.
A o D‘ (:] \
4. Der fiihrende Eintrag jeder Nichtnullzeile ist 1. 3
5. Jeder fiihrende Eintrag ist der einzige Eintrag # 0 in der &

dazugehdrigen Spalte.
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Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform

Schritt 1
Beginne mit der Nichtnullspalte, die am weitesten links steht. Diese Spalte

ist eine Pivotspalte. Die Pivotposition ist das oberste Element der Spalte.
p ‘Pivo\QOli“W-



Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform
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Schritt 2
Wihle einen Nichtnulleintrag aus der Spalte aus und vertausche
gegebenenfalls Zeilen um diesen Eintrag in die Pivotposition zu bringen
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Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform
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Schritt 3

Wende Ersetzungsoperationen an, um alle Eintraege unter der
Pivotposition zu (-Eintraegen zu machen.



Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform
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Schritt 4 Wl
Wenn die Matrix auBer der ersten Zeile nur Nullzeilen hat, dann Stopp.
Andernfalls fiihre die Schritte (1-4) auf der Matrix aus, die man aus dem
Loschen der ersten Zeile erhalt und fiige anschlieBend die geldschte Zeile

oben an der Ergebnismatrix an.




Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform
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Schritt 5
Skaliere jede Nichtnullzeile, sodal das dazugehérige Pivotelement

(fiihrender Eintrag) 1 wird. Erzeuge Nullen liber jedem Pivotelement durch
Ersetzungsoperationen.



Basis- und freie Variablen

Definition
Sei ein GLS in reduzierter Zeilenstufenform. Die Variablen, die zu
Pivotspalten gehoren heilen Basisvariablen. Alle anderen Variablen sind

freie Variablen.

o O =
o = O



Beispiel

—4
3
7

-2
-1
1

6 2 -5
0 0 2 -8
000 0

1
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Losbarkeit

Satz 2

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann IGsbar, wenn die (reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form

((_] e 0 oz)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.



Losbarkeit

Satz 2

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann IGsbar, wenn die (reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form

((_] e 0 oz)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.



Losbarkeit

Satz 2

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann IGsbar, wenn die (reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form

((_] e 0 oz)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.



Losbarkeit

Satz 2

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann IGsbar, wenn die (reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form

((_] e 0 oz)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.



Losbarkeit

Satz 2

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann IGsbar, wenn die (reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form

((_] e 0 oz)

enthalt, wobei o # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.



