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Vektorgleichungen
Linearkombinationen

Die Matrixgleichung Ax = b
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Vektoren

Definition
Eine Matrix mit nur einer Spalte ist ein Spaltenvektor oder auch einfach
ein Vektor. Die Eintrage eines Vektors heiken Komponenten
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u={3), v=("1) w={,)

mit wq,wy € R sind zweidimensionale Vektoren, d.h., sie haben zwei
Komponenten.
Die Menge aller zweidimensionaler Vektoren wird mit R? bezeichnet.

—

Beispiel




R"
£ Np = 1615 3

Definition
Die Menge der Vektoren mit @Komponenten wird mit R™ bezeichnet.
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Summe von Vektoren

Sind

Uy

Uy

n-dimensionale Vektoren, so ist deren Summe
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Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
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das Produkt des Skalars o mit w.
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Die Parallelogrammregel

Sind u und v aus R?, dann entspricht u + v dem vierten Eckpunkt des
Parallelogramms, dessen andere Eckpunkte 0, u und v sind.
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Geraden o
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Definition S
Seiu € R" und Die Menge aller skalaren Vielfachen von u

{a -u:aecR}
/]l
Bt Ryt dss Odorem L U, cooore Le,

ist eine Gerade.
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Algebraische Eigenschaften des R"

Fir alle u,v,w € R™ und a, 3 € R gelten Duslv.
v
() u+v=v+u (Commdlotnlel) V) a-(u+v)=a-uta-v
(ii) u+1})+w—u—i—(u—i—w)[b&oz\a\uﬁw) (a+B8) u=a-u+f u
(iii) u+[}—[}+u—u (vi) a- (B-u)=(a- ) u
(iv) u ——u+u=0
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Linearkombinationen

SV
R
Definition
Seien vi,...,v, € R™ und a1,...,a, € R. Der Vektor
ist eine Linearkombination der vy, ..., v, mit Gewichten a,.. ., a,.
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Eine Gerade
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R“ als Linearkombinationen zweier Vektoren
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Beispiel

Seien
1 2 7
ap=|=2|, ax=|5|, b=|4
=5 6 -3

Vektoren aus R3. Ist b eine Linearkombination von a; und as?
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Vektorgleichungen X (o)-\f)(L <4>; % T

1 3 o
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Eine Vektorgleichung o | | ;,;
riay + -+ 10, = b, \ 2 O: S
mit ai,...,an,b € R™ und Variablen x1,...,z, hat die gleiche

Lésungsmenge wie das lineare Gleichungssystem welches durch die
erweiterte Koeffizientenmatrix
Srweiterte Roermzientenmatrix,

(ar az -+ a, b)

beschrieben ist.
Insbesondere ist das lineare GLS (die Vektorgleichung) dann und nur dann
[6sbar, wenn b eine Linearkombination der a1,...,a, ist.



Das Erzeugnis (der Spann)

Definition
Seien vy,...,v, € R™. Die Menge aller Linearkombinationen von
Uy, .ms Erzeugnis von vy, ..., v, und wird mit

Span{vy,...,vpt ={og v+ -+ o, vy o, ... a, €R}

bezeichnet.
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Beispiel: Gerade im R? ";N(ik
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Wenn v € R? und v # 0, dann ist Span{v} eine Gerade.
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Beispiel: Ebene im R? Ly wdt anf O fredsn oom

Wenn u und v aus R?, beide # 0 und u kein Viefaches von v ist, dann ist
Span{u, v} die Ebene, die 0,u und v enthilt.
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Definitiony (
Sei A € R™*™ mit Spalten ay,. .., a, und sei x € R™. Das Produkt von A

und z, welches mit bezeichnet wird ist der Vektor

€T

Az ist die Linearkombination der Spalten von A mit den Gewichten

Tl1....,Tn.

12 -1 (2 2\ [tar23 -3
Beispiel: ( - ) 3] - <
0 =5 3/ 1\, 6 g =C.3 3%



Beispiel: .2 -3

o 2 =3\
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Beispiel: Seien vy, vy, 13 € R3. Schreibe die Linearkombination von
vy, v2,v3 mit Gewichten 3, —4,5 als Matrix/Vektor Produkt A x.
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Berechnung von A x

Bejgpigh s
1 2!. -1 T X242z — X5
3 4 2 Ia
2 4 1 T3
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Lineare GLS, Matrixgleichung, Vektorgleichung

Notiz
T
Sei A € R"™*"™ mit Spalten ay,...,a,, seibe R™ und | : | ein Vektor
T
@ Die jeweiligen Lésungsmengen der Matrixgleichung
Az =10 (3)
der Vektorgleichung
Ilal+"'+$rzarzzb (4)
und des linearen GLS mit erweiterter Koeffizientenmatrix
((11 ap - Gy b) (5)

(e
sind identisch. Zelkn



Beispiel

Schreibe das lineare GLS als Matrixgleichung und als Vektorgleichung

T — 2-19 + T3 = 0

2-x9 — 813 = 8

—4-ry + S-x2 + 9'55'3 = -9
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Satz
Sei A € R™*"_ Die folgenden Eigenschaften sind logisch dquivalent:
a) Fiiralle b€ R™ ist Az =b losbar.  uan oot Yonrem =

) Jedes b € R™ ist eine Linearkombination der Spalten von A.
‘B_ L

3c) Die Spalten von A erzeugen R™.
d) A hat in jeder Zeile eine Pivotposition.



Eigenschaften des Matrix/Vektor Produktes

Satz
Seien A € R™*" y, v € R" und a € R. Es gelten

) Alu+v) = Au+ Av
i) A(au) = a(Au)
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