-(Pﬂ- Lineare Algebra

FEDERALE DE LALISAMME

Heute (19.09.2013):

» Wir lernen diese Fragen zu entscheiden:
» Ist ein gegebenes lineares GLS losbar?

» Wie findet man gegebenenfalls ei dsung?

» Wie beschreibt man alle Losungen?

» Wie?: Jedes lineare GLS hat ein aquivalentes GLS in
Zeilenstufenform ke
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.ﬂ'ﬂ- Lineare Algebra

Heute (19.09.2013):

» Wir lernen diese Fragen zu entscheiden:

» Ist ein gegebenes lineares GLS losbar?
» Wie findet man gegebenenfalls eine Lésung?
» Wie beschreibt man alle Lésungen?

» Wie?: Jedes lineare GLS hat ein aquivalentes GLS in
Zeilenstufenform

Definition
Zwei lineare Gleichungssysteme GLS| und GLS> sind dquivalent, wenn
die Mengen Ihrer Loésungen Ubereinstimmen.
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Matrizen
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Eine m x n-Matrix A ist eine Liste von m - n rellen Zahlen
a; €R, 1 <i<m,1<j<ndie auf die folgende Weise angeordnet sind
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Die Menge der (reellen) m x n-Matrizen bezeichnet man mit@



Quiz

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des unteren GLS
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Intuition Zeilenstufenform

Betrachte die folgenden erweiterten Koefizientenmatrizen. Welche der
dazugehdérigen Gleichungssysteme
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Nullzeilen und fihrender Eintrag

Betrachte die Matrix
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Die i-te Zeile von A ist eine Nullzeile, wenn a;; = O fir allej=1,... ,n.
Der fiihrende Eintrag einer Zeile, die keine Nullzeile ist, ist der am
weitesten links stehende Eintrag # 0.
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Zeilenstufenform
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Definition Bsp. @ulv

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, wenn sie die dreifolgenden

Eigenschaften erfillt: oe—3 3 §3 ‘3,8 =~
1. Jede Nullzeile liegt unter jeder Nichtnullzeile. e > 1

2. Wenn zwei aufeinanderfolgende Zeilen beide keine Nullzeilen sind, widd
dann ist der fiihrende Eintrag der unteren Zeile in einer Spalte fechts
von der Spalte, in der der fihrende Eintrag der oberen Zeile steht.

3. Alle Eintrage einer Spalte unter einem fihrenden Eintrag sind Nullen
(0).
Wenn die Matrix zusatzlich noch die folgenden Eigenschaften erfiillt, dann
ist sie in reduzierter Zeilenstufenform.
4. Der fuhrende Eintrag jeder Nichtnullzeile ist 1.
5. Jede flihrende 1 ist der einzige Eintrag # 0 in der dazugehorigen
Spalte.



Ein Algorithmus zur Uberfiihrung in Zeilenstufenform

Schritt 1
Beginne mit der Nichtnullspalte, die am weitesten links steht. Diese Spalte
ist eine Pivotspalte. Die Pivotposition ist g&g oberste Element der Spalte.
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Schritt 2
Wabhle einen Nichtnulleintrag aus der Spalte aus und vertausche
gegebenenfalls Zeilen um diesen Eintrag in die Pivotposition zu bringen
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Schritt 3

Wende Ersetzungsoperationen an, um alle Eintraege unter der
Pivotposition zu 0-Eintraegen zu machen.
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Schritt 4 cf.,don;ncku Qs 3im

Wenn die Matrix au3er der ersten Zeile nur Nullzeilen hat, dann Stopp.
Andernfalls fUhre die Schritte (1-4) auf der Matrix aus, die man aus dem
Loschen der ersten Zeile erhalt und flige anschlieBend die geldschte Zeile

oben an der Ergebnismatrix an. X1 - §.(2)
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Schritt 5
Skaliere jede Nichtnullzeile, sodal das dazugehdrige Pivotelement

(fGhrender Eintrag) 1 wird. Erzeuge Nullen Gber jedem Pivotelement durch
Ersetzungsoperationen.
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Schritt 5
Skaliere jede Nichtnullzeile, sodal das dazugehdrige Pivotelement
(fGhrender Eintrag) 1 wird. Erzeuge Nullen Gber jedem Pivotelement durch
Ersetzungsoperationen. x« x. X3 %Xy %g
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Basis- und freie Variablen

Definition

Sei ein GLS in reduzierter Zeilenstufenform. Die Variablen, die zu
Pivotspalten gehdren hei3en Basisvariablen. Alle anderen Variablen sind
freie Variablen.
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Tau, Yz und XY
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Losbarkeit

Satz
Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann Iésbar, wenn die(reduzierte)
Zeilenstufenform keine Zeile der Form
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enthalt, wobeial # 0. VUit BEE\os

Ein l6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Lésung wenn jede

Variable eine Basisvariable ist.
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Losbarkeit

Satz

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann Iésbar, wenn die reduzierte
Zeilenstufenform keine Zeile der Form
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enthalt, wobei a # 0.
Ein I6sbares lineares GLS hat genau dann eine einzige Losung wenn jede
Variable eine Basisvariable ist.
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Satz

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann Iésbar, wenn die reduzierte
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Variable eine Basisvariable ist.



