.ﬂ'ﬂ. Lineare Algebra

Heute (08.10.2013):

» Textbuch Kapitel 2.2, 2.3

» Erinnerung: Matrixmultiplikation und Hintereinanderausfiihrung
» Die Umkehrabbildung

» Die Inverse einer Matrix

» Eine Formel fiir 2 x 2-Matrizen

» Ein Algorithmus zum Berechnen der Inversen

» Charakterisierung invertierbarer Matrizen

» Elementare Matrizen
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Komposition von Funktionen/Abbildungen Vacladamg
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U, V, W Mengen

f: U=V daww aurst

g:V-w J d
Die Funktion go f : U — W mit der Vorschrift

(g0 f)(u) = g(f(u))

heilt Komposition oder Verkettung von f und g
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Verkettung linearer Abbildungen

Satz 17
Seien T : R"™ — R™ und G : R™ — RP lineare Abbildungen. Die
Verkettung G o T : R™ — RP st eine lineare Abbildung.
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Stender welnk:  Deen Sealin, scnd
DR R

Die Standardmatrix von G o T Be St o s

» B=(by---b,) € R™*" Standardmatrix von 7": R" — R™ (G "T(M.-n.(c.ﬂ)(e,,{

» A e RP*™ Standardmatrix von G : R™ — RP -
.. ;"o RP
» Standardmatrix von G o T st

1 (Aby -+ Aby) € RP*™

A-(ved)
4tk Sk o Stonded wokix OB

(G oT)



Umkehrfunktion

» U,V zwei Mengen und f : U = V' eine Funktion.
£

» Wir suchen eine Funktion), dle das Anwenden von f riickgangig macht.

» Woran kann dieses Riickgidngigmachen scheitern? \»J!Lvmi; wit

U J bi'bc\k.\(\'\s .




Umkehrfunktion

Definition
Ist f: X — Y bijektiv, so heilt

&y

die Umkehrfunktion von f.

A dlef
yuk Qelsven W orin g (a)=b &
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ac QCb}



Umkehrabbildungen linearer Abbildungen

Lineare Abbildung 7" : R" — R™ bijektiv <= m = n und Spalten der
Standardmatrix Basis des R"

Satz 18
Sei T : R™ — R" eine bijektive lineare Abbildung, dann ist die

Umkehrabbildung T~ : R™ — R™ auch eine lineare Abbildung.

Bloes y ¥ T, T e’ sotl gy,
“1 (T
T4 (e ) = T (te») * 8 1

Vap Lo t
T4 (-rcwaCaﬁ = TY (Tt ‘Q» et

- avy 1A 1—~A(‘rc5))



Umkehrabbildungen linearer Abbildungen

Lineare Abbildung 7" : R™ — R™ bijektiv <= m = n und Spalten der
Standardmatrix Basis des R"

Satz 18
Sei T : R™ — R" eine bijektive lineare Abbildung, dann ist die

Umkehrabbildung T~ : R™ — R™ auch eine lineare Abbildung.
() v Teer"de sWgdle TALTON =477 (TCX))\I:cFML
T (4 ) = A (X)) 2 LY
= LT 0¥



Die Standardmatrix von 71

v

Sei A € R™*" die Standardmatrix der bijektiven linearen Abbildung 7'.

Standardmatrix von 771 A1 & beaptcwm wiv wik K

At A=A AT =1, - &Ol
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Die Standardmatrix von 71

» Sei A € R"*" die Standardmatrix der bijektiven linearen Abbildung 7.
Standardmatrix von 7-1: A~! (1 3 (",L 2 > _(J\ 0)
; ; 2 ¢ 1 M2)-\D 4
» A A=A A"1=1, .
» Al = (al_l---a_l) A-th‘{\

v

» Wie berechnet man a;'? I
) = . Vel N
" (( ,5> A‘?Z G Seutie Evwakic GV&

Bve . 2 (1324
et ey vl (e (A
. W Spuak! oot
20 Sede (35)%=() a
pox e (2 o 14
' A A- ‘
(1 "\'.A>J ‘él O )

N EA

1 3.0 2
1340 A | N
Lo 2 \»;Qﬂ Ko 4\"_‘1) QO 4 ﬁi>



Beispiel §
viotERe 8. Vor, n Obungsstunde .

50O v,

—_———

At el il shfarfom

-+ e 1|4

Sde
~
oo |

iny e As s* “"JA’
Chvekean!

“



Algorithmus zum Berechnen der Inversen

» Sei A € Rrxn
» Berechne die reduzierte Zeilenstufenform von

(A In.)
» Ist das Ergebnis von der Form
(In B),

dann ist A=1 = B. Andernfalls ist A nicht invertierbar.



Beispiel
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Charakterisierung invertierbarer Matrizen

Satz 19

Sei A € R"*™. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent.
a) A st mvert:er

D:&gfenstufenform von A ist ..

A hat n Pivotpositionen.

Az = 0 hat nur die triviale Lésung = = 0.

Die Spalten von A sind linear unabhingig.

Die lineare Abbildung T'(z) = Ax ist injektiv.

)
)
)
)
)
g) Die Gleichung Ax = b ist fiir alleb € R"™ Iosbar.
) Die Spalten von A erzeugen R™.

) Die lineare Abbildung T'(xz) = Ax ist surjektiv.

) Es existiert eine Matrix C' € R" ™" mit C- A = 1I,,.

) Es existiert eine Matrix D € R™*" mit A- D = I,,.

)

AT ist invertierbar.



Beispiel
Benutze Satz 19, um zu entscheiden, ob diese Matrix invertierbar ist.
10 -2 3@’37
A= 3 1 -2
-5 -1 9
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2 x 2 Matrizen

4, O
. e A
2o b
Satz 20 et
a b
)
ist genau dann invertierbar, wenn ad — cb # 0.
In diesem Fall ist
: 1 d —b
-1 _
A7 = ad — be (—c a)
Reeomns.  Suook-Cvdo. a b\ A d -l
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2 x 2 Matrizen
Totls 0-0h-%-C <O,
Fols 0-0-0 €30,

Satz 20 Obwen ts¥ £ Laitpny dass
c d AT C 1o
ist genau dann invertierbar, wenn ad — cb # 0. Bseelt, da. @ dvC b=o
In diesem Fall ist &
PET d —b o=
2 s o ad—bc\—c a
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Umkehrabbildung

Satz 21
Sei T : R™ — R™ eine lineare Abbildung mit Standardmatrix A. T ist

umkehrbar genau dann wenn A invertierbar ist. In diesem Fall ist
T Yz)= A1z



Noch einmal das GLS Az = b

» Sei A € R™™ ™ invertierbar.

» Betrachte
Ax =b.

» Das GLS (7) hat Lésung z* = A~1h

Lvte AEB) s (AED bs Tub=b



Elementare Matrizen

Erinnerung: Elementare Zeilenoperationen
i) Vertauschen zweier Zeilen
i) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar # 0
i) Addition eines Vielfachen einer Zeile auf eine andere Zeile.



Vertauschen von Zeile ¢ und k



Multiplikation der i-ten Zeile mit o # 0



Zeile 1= Zeile 1 + o Zeile k, i # k



Nacheinanderausfiihren von elementaren Zeilenoperationen

» Auf A € R™*" werden Operationen O1, ..., O} ausgefiihrt (in dieser
Reihenfolge)

» Das Ergebnis ist Erg € R’

» Seien Eo,, ..., Eop, € R’ die elementaren Matrizen, die zu

O1,...,0). gehoren.

Dann ist



Beispiel



Beispiel



