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Wiederholung: Determinante




Wiederholung: Determinante
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Linearitdt der Determinante

» Nehmen wir an, die i-te Zeile ist unbestimmt.

» |n dem wir einen Vektor z € R™ dann als i-te Zeile von A verstehen,
erhalten wir eine Matrix A; ,) und somit eine Abbildung:

T,: R* — R
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Linearitdt der Determinante

Satz 38

Die Abbildung T; : R™ — R ist eine lineare Abbildung.

Eigentlich beweist man dies per Induktion. Wir fiihren den Nachweis fiir
n =1,2,3. Alle Ideen fiir den allgemeinen Beweis sind hier schon

vorhanden.

n = 1: Was ist in diesem Fall T} : R —+ R?
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n=23
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Linearitat in jeder Spalte

» Nehmen wir an, die j-te Spalte ist unbestimmt.
» In dem wir einen Vektor x € R™ dann als j-te Spalte von A verstehen,

erhalten wir eine Matrix AU%) und somit eine Abbildung:

Cj: R* — R
r —  det(AU),



Linearitat in jeder Spalte

Satz 39
Die Abbildung C; : R™ — R ist eine lineare Abbildung.
Dies zeigt man 3hnlich zum vorhergehenden Stz
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Korollar

Korollar
Geht B € R™"*" aus A € R™ " durch Addition des Vielfachen einer Zeile

auf eine andere Zeile hervor, so gilt

det(A) = det(B).

Beweis: (Wir nehmen an, die erste Zeile wird ersetzt).




Korollar

Korollar
Wenn B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorgeht, dann gilt

det(B) = — det(A).
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Linear abhangige Zeilen/Spalten

Satz 40
Sei A € R™*™ dann gilt det(A) = 0 genau dann wenn Rang(A) < n.

Beweis:(<) Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die erste Spalte eine
Linearkombination der anderen Spalten ist.
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(=) A kann durch elementare Zeilenoperationen vom Typ 1) und 2) in
obere Dreiecksform iiberfiihrt werden.



Elementare Zeilenoperationen

Satz 41
Sei A e R*™,

i) Wenn ein Vielfaches einer Zeile von A auf eine andere Zeile von A
addiert wird und man somit die Matrix B erhilt, dann gilt

det(B) = det(A).

ii) Wenn B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorgeht, dann gilt

(&ms
det(B) = —det(A). fost e Spolinfolt.

iit) Wenn B durch Skalierung einer Zeile in A mit o € R hervorgeht, dann
gilt
det(B) = a - det(A)






Die Determinante einer Dreiecksmatrix
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Die Determinante einer Dreiecksmatrix

Satz 42
Wenn A € R"*"™ eine Dreiecksmatrix ist, dann ist det(A) das Produkt der
Diagonaleintrage.



Berechnung der Determinante
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Schnelle Berechnung der Determinante



Die Determinante der elementaren Matrizen






Multiplikativitat der Determinante

Satz 43
Fiir Matrizen A, B € R"*" gilt:
det(A - B) = det(A) - det(B)

Warnung!
Es gilt nicht det(A + B) = det(A) + det(DB).



Co-Faktoren

» Sei Ae R"*™und 7,5 € {1,...,n}

» A;j ist die Matrix die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte hervorgeht.

» C;i = (—1)" det(A;;) ist der (i, j)-Co-Faktor.
i=(=1) i) 7)



Entwicklung nach einer Zeile/Spalte

Satz 44

Esgilt miti,je {1,...,n}
> det(A) = >0, a;j - Cij (Entwicklung nach i-ter Spalte)
» det(A) =" aij - Cij (Entwicklung nach j-ter Spalte)



Beispiel



A und AT

Satz 45
Es gilt mit A € R™*"
det(A) = det(AT).



