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FEDERALE DE LAL

Heute (17.10.2013):

» Textbuch Kapitel 2.8, 2.9, 3.1
» Noch einmal der Spaltenraum
» Dimension und Rang

» Einflihrung in Determinanten



Spaltenraum

MS("’"\M

Definition §
Sei A = (a,...,a,) € R™*Z eine Matrix mit Spalten ay,...,a, E@
Der Spaltenraum ist das Erzeugnis der Spalten von A

Col(A) ={ajay + -+ anan: aq,..., 0, € R}
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)0 e H
YVuweh: wiv e H

\:\.\-) ydem‘ \A.f:“" a}.‘)lé H .



Beispiel

A

1 3 Y
wl (k) = {ix <Z>Jf do G) —)23 (4)"’&‘{(;}?'

Aarda, L, e &\qu

) S
TR
- \»
w e~ o€
~—__—

da ¥2dz +3.d3 1% A%
_ Mt Bde vy 23N g e
2-22 & oLy + 3L &



Noch einmal: ker(A)

Erinnerung:
> A E RT}IXT}.
» ker(A) = {z e R": Az = 0}

Satz 23
ker(A) ist ein Unterraum des R"
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Basis eines Unterraums

Definition
Sei H C R™ ein Unterraum des R™. Eine Basis von H ist eine Menge

linear unabhéngiger Vektoren {vy,....v,} € H mit

Span{vy,...,v,} = H
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Basis von ker(A)

w . -
1 2 1 3 Carn () = dxe™: A \c_03
10 —_—
Az 2 s % 3 . Broihie \(Mﬂ:.vnw\v"y
A s s 8.9 |
L ?w
- F
Cem (&) = { 3 Ng
-2 Xy
1 2 1 2 :0 1 2 A 3 o o
0 A A - O A 2 1 o
I A 2| o @ E
o 3 + Sl © © 0 ¥4 Gl
Boss s G (N)
4 ¥z ¥y Aw -~
A O -3 A 0 A © 0 2 oy . y
{ I . i
d U 2 M9y o 32, M T-
0 0 A 1,0 o o A



Basis von col(A) < { Ax o xew” S SO o Ax=h
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Noch einmal Basis von col(A)
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Koordinaten

» B={b,..., by} Basis des Unterraums H C R"

» u € H ist eindeutig durch Gewichte a,. .., a;, mit

u=aiby + -+ apb,

festgelegt.




Koordinaten

Definition
Sei B = {b1,...,by} eine Basis des Unterraums H und sei x € H. Die
Koordinaten von x bzgl. B sind die Gewichte aq,. .., o, mit
A
z=aib + -+ ol _ 2| s
p9p H= SGM{(‘})A}
Der Vektor

[z = al X = g oé(%); 1{;};

Ap 3 X,
heisst Koordinatenvektorvon x bzgl. B.
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Ein wichtiger Satz Vo5 11 <10, {pa-19q) Base v B

Olwa CR) = 9
Satz 24
Seien {v1,..,v,} linear unabhangig und v ¢ Span{vi,...,v,}, dann ist
L ol skl b+ B £ V)
{vi,...,v,,v} linear unabhangig.
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Ein Unterraum H C R" hat eine Basis.
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Dimension

Satz 26
Sei H C R™ ein Unterraum und {by., ..., be} und {c1,...,c} zwei Basen

von H. Dann gil{k = 1.\ -

Jede Basis von H hat also immer gleich viele Elemente.
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Dimension

Satz 26

Sei H C R™ ein Unterraum und {b1, ... ,b.} und {c1,...,c;} zwei Basen
von H. Dann gilt k = 1.

Jede Basis von H hat also immer gleich viele Elemente.
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Dimension

Satz 26

Sei H C R™ ein Unterraum und {b1, ... ,b.} und {c1,...,c;} zwei Basen
von H. Dann gilt k = 1.

Jede Basis von H hat also immer gleich viele Elemente.
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Dimension

Definition

Die Dimension eines Unterraums H # {0}, dim(H) ist die
Anzahl von Vektoren in einer Basis von H.

Die Dimension des Unterraums {0} ist 0.
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Rang einer Matrix

Definition
Der Rang einer Matrix A € R™*" ist die Dimension von col(A).
Beispiel:
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Rang und Basisvariablen

Satz 27
Der Rang einer Matrix A ist die Anzahl der Pivotspalten in einer
Zeilenstufenform von A.



Dimension von Bild und Kern

Satz 28
Sei A € R™*". Es gilt Rang(A) + dim(ker(A)) = n.



Basissatz

Satz 29
Sei H C R™ ein p-dimensionaler Unterraum des R". Es gilt

a) Eine p-elementige Teilmenge {hy, ..., h,} C H linear unabhingiger

Vektoren aus H ist eine Basis von H. .| liaser weol wingiaen 11

b) Wenn das Erzeugnis einer p-elementigen Teilmenge H ist, dann ist
diese Menge eine Basis von H.




Ergdnzung zu Satz 19

Satz 19 (Ergdnzung)

Sei A € R™*"™, Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent zur
Eigenschaft, dass A invertierbar ist.

m) Die Spalten von A sind eine Basis des R"

Col(A) = R™

Rang(A) =n

ker(A) = {0}

dim(ker(A4)) =0
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