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FEDERALE DE LAL

Heute (28.11.2013):

» Textbuch Kapitel 6.4, 6.5
» Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren

> Problem der kleinsten Quadrate (least squares)
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Das Gram-Schmidt Verfahren

» Gegeben: Linear unabhingige x1,...,x, € R"

» Ziel: Berechne vi,..., v, mir den folgenden Eigenschaften
i) vi-v; =0 immer wenn i # j
i) Firalle ¢ € {1,...,p} gilt

Span{xq,..., x¢} = Span{vy,...,v¢}
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Wenn vy,...,v; bestimmt sind ...
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Das Gram-Schmidt Verfahren

Satz 77
Seien {x1,...,x,} eine Basis eines Unterraums W von R". Wir definieren
>V =Xy XsT- U O
. =¥z - e
> Vo = X9 — %Vl Nz 2 vt u,
> V3 = X3 — X3Vl X3V
. . ViV Vo Va
>
P P V1Vl Vavo Vp—1"Vp—1 P
Dann ist {vy,...,v,} eine orthogonale Basis von W und fiir alle
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c A -3¢ ©
Die QR-Zerlegung a: W e s
4 g UD
Satz 78 4 Y
Sei A € R™*"™ eine Matrix mit linear unabhangigen Spalteh= Dann kann A
in der Form A By A2
A=Q- R (-1_ ~ & “4 2 }

faktorisiert werden, wobei (Q € R™*™ ejne Matrix mit orthonormalen
Spalten und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix mit echt positiven
D.'agona.-"emtragen ist.

Bemerkung :Dle Sﬁen von @ sind eine orthonormale Basis von Col(A
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Beispiel

Berechne die QR-Zerlegung von
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Kleinste Quadrate

ol s ek Rk va A
Definition

Seien A € R™*™ und b € R™. Eine Ldsun oblems der kleinsten
Quadrate ist ein £ € R™ mit Z‘m‘— (oe-of R

= LT A4

Ib— Ai| < ||b— Az fiir alle z € R™.
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Losung des Problems der kleinsten Quadrate

» Berechne ED = PrOjCol{A)(b) M ‘A\o N Y PP
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Losung des Problems der kleinsten Quadrate

Satz 79
Die Menge der Lésungen des Problems der kleinsten Quadrate ist die
Menge der Lésungen des Gleichungssystems

AT Az = ATh



Beispiel

» Finde eine Lésung des P.d.k.Q. fiir Az = b mit




Beispiel
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Wann existiert eine eindeutige Losung

Satz 80
Sei A € R™*"™_ Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) Das Problem der kleinsten Quadrate hat fiir jedes b € R™ eine
eindeutige Lésung.

b) Die Spalten von A sind linear unabhangig.

c) Die Matrix AT A ist invertierbar.






Der Fehler

Definition
Der Fehler des kleinste Quadrate Problems fir Ax = b ist

b — projegi bl

Beispiel:
Betrachte das Beispiel von vorher:
4 0 2
A=1(0 2 b=10
11 11

Der Fehler des k.Q.P. ist:



Das k.Q.P. und die QR-Zerlegung



Das k.Q.P. und die QR-Zerlegung

Satz 81

Sei A € R™*™ mit linear unabhingigen Spalten und sei A = QR eine

QR-Faktorisierung von A, wie in Satz 78. Dann ist die eindeutige LOsung
des k.Q.P. fiir Ax =0b

x=R1Q"p.



Beispiel

Finde die Losung des k.Q.P. fiir Az = b mit
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Beispiel

Finde die Losung des k.Q.P. fiir Az = b mit
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