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I Textbuch Kapitel 6.1, 6.2

I Skalarprodukt, Norm, Kosinussatz

I Orthogonalität, Orthonormale Basen, Projektion



Skalarprodukt

De�nition
Seien u,v ∈ Rn. Dann ist das Skalarprodukt von u und v de�niert durch

u · v = uTv =
[
u1 . . . un

] v1...
vn

 = u1v1 + · · ·+ unvn

Alternativ schreibt man manchmal auch < u,v >.



Eigenschaften des Skalarprodukts

Satz 47
Für u,v,w ∈ Rn und c ∈ R gilt:

i) u · v = v · u
ii) (u+ v) ·w = u ·w + v ·w
iii) (cu) · v = c(u · v) = u · (cv)
iv) u · u ≥ 0, und u · u = 0 genau dann wenn u = 0.



Norm

De�nition
Sei v ∈ Rn. Dann ist die Norm von v:

‖v‖ =
√
v · v =

√
v21 + · · ·+ v2n

Ist ‖v‖ = 1 nennt man v einen Einheitsvektor.

Satz 48
Für c ∈ R und v ∈ Rn gilt ‖cv‖ = |c| ‖v‖.
Also ist jeder Vektor v

‖v‖ ein Einheitsvektor (Normalisierung).



Beispiel Projektion/Kosinussatz



Distanz

De�nition
Für u,v ∈ Rn ist die Distanz zwischen u und v

dist(u,v) = ‖u− v‖.



Beispiel Distanz



Motivation Orthogonalität



Orthogonalität

De�nition
Zwei Vektoren u,v ∈ Rn heissen orthogonal zueinander wenn

u · v = 0.

Satz 49
Zwei Vektoren u,v ∈ Rn sind orthogonal zueinander genau dann wenn gilt

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2



Orthogonales Komplement

De�nition
Sei V ⊆ Rn ein Unterraum. Die Menge aller Vektoren u ∈ Rn die

orthogonal auf allen Vektoren in V stehen, heisst Orthogonales

Komplement (oder Orthogonalraum) von V .

V ⊥ = {u ∈ Rn : für alle v ∈ V gilt u · v = 0}



Eigenschaften Orthogonales Komplement

Satz 50

1. Sei V = span{v1, . . . , vk}. Dann ist u ∈ V ⊥ genau dann wenn u
orthogonal zu allen v1, . . . , vk ist.

2. V ⊥ ist ein Unterraum.



Beispiele für Orthogonales Komplement

Satz 51
Sei A ∈ Rm×n. Dann gilt

(row(A))⊥ = ker(A) und (col(A))⊥ = ker(AT).



Orthogonale/Orthonormale Basis

De�nition
Sei M = {u1, . . . , uk} eine Menge von Vektoren im Rn.

i) M ist eine orthogonale Menge, wenn für jedes Paar ui · uj = 0 (i 6= j).

ii) M ist eine orthonormale Menge, wenn sie orthogonal ist und alle ui
Einheitsvektoren sind.

iii) M ist eine orthogonale Basis, wenn sie orthogonal ist und eine

Basis ist.

iv) M ist eine orthonormale Basis, wenn sie orthonormal ist und eine

Basis ist.



Projektion auf orthogonale Basis

Satz 52
Sei {u1, . . . ,uk} eine orthogonale Basis des Unterraums V ⊆ Rn. Für

jedes v ∈ V seien c1, . . . , ck ∈ R die Gewichte in der Linearkombination

v = c1u1 + · · ·+ ckuk.

Dann sind die Gewichte bestimmt durch

cj =
v · uj

uj · uj
(j = 1, . . . , k).



Beweis



Beispiel Projektion auf Orthogonale Basis



Orthonormale Spalten I

Satz 53
Sei A ∈ Rm×n. Die Spalten von A sind orthonormal genau dann

wenn ATA = I.



Orthonormal Spalten II

Satz 54
Sei A ∈ Rn×m eine Matrix mit orthonormal Spalten und x, y ∈ Rn. Es gilt

i) ‖Ax‖ = ‖x‖,
ii) (Ax) · (Ay) = x · y,
iii) (Ax) · (Ay) = 0 genau dann wenn x · y = 0.


