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Lineare Algebra

FEDERALE DE LAUSANNE

Heute (19.11.2013):

» Textbuch Kapitel 5.4, 5.5
» Wiederholung Diagonalisierbarkeit
» Eigenvektoren und Lineare Transformationen

» Komplexe Eigenwerte



Wiederholung Diagonalisierbarkeit

Definition
Eine Matrix A € R™*™ ist diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix D
und eine invertierbare Matrix P gibt mit

A=prDpP
Satz 42
Sei A € R™*™ diagonalisierbar mit
A=pDP.

Dann sind die Spalten von P n linear unabhangige Eigenvektoren von A
und die Diagonalelemente von D die dazugehdrigen Eigenwerte.
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Basiswechsel Beispiel

T :P?2 — P2 T(p) =p' (Ableitung)
Basis {bl, ba, bg} mit bl(t) =1, bg(t) =1, b3(t) = {2
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Basiswechsel Beispiel

T :P?2 — P2 T(p) =p' (Ableitung)
Basis {bl, ba, bg} mit bl(t) =1, bQ(t) =1, bg(t) = {2
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Darstellung via Diagonalmatrix

Satz 43

Angenommen A ist diagonalisierbar mit A = PDP~! wobei D eine n x n
Diagonalmatrix ist. Sei I3 die basis des R™ gebildet aus den Spalten von P.
Dann ist D die Transformationsmatrix der Abbildung x — Ax nach
Basiswechsel auf B.
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Ahnlichkeit von Matrix Reprisentationen
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Einschub: Komplexe Zahlen

Definition
Die komplexen Zahlen C ist die Menge von Zahlen ¢ = a + ib, wobei
a €R, b€ R und i die imaginire Einheit ist (i = —1).

Wenn ¢ = a + b, dann nennt man
» Rec = a den Realteil von ¢,
> Imc = b den Imaginarteil von c,
» ¢ = a — ib das Konjugiert-Komplexe von c.

> |c| = Va? + b? der Betrag von c.



Einschub: Komplexe Vektoren

Definition
Sei B € C™*". Die konjugiert-komplexe Matrix von B ist die Matrix B mit

(B)ij = Bij,
d.h. die Eintrage sind die komplex-konjugierten Eintrage von B.
Satz 44 o ) ( . .
Seien o, € (. Dann gilt: aff = af. Bewers nachske Seke

Insbesondere folgt daraus: Sei A € C™*", B € C"*P, x € C", a € C.
Dann

at=ar Az=Azx AB=AB aA=aA
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Beispiel: Komplexe Eigenwerte 1
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Charakteristisches Polynom: MVr120
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Komplexe Eigenwerte 1

Satz 45
Sei A € R"™" und X € C ein Eigenwert mit zugehdrigem Eigenvektor
v € C™. Dann ist auch \ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor .
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Komplexe Eigenwerte 2

Satz 46
Sei A eine reelle 2 x 2 Matrix mit komplexen Eigenwert A = a —ib (b #0)
und zugehérigen Eigenvektor v € C?. Dann

A=PCcpP! mit P =[Rev Imv]| und C = [z _ab]
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Komplexe Eigenwerte 2

Satz 46
Sei A eine reelle 2 x 2 Matrix mit komplexen Eigenwert A = a —ib (b #0)
und zugehérigen Eigenvektor v € C?. Dann

A=PCP™'  mit P=[RevImuv| und C = [z _ab]
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Komplexe Eigenwerte 2

Satz 46

Sei A eine reelle 2 x 2 Matrix mit komplexen Eigenwert A = a —ib (b #0)
und zugehérigen Eigenvektor v € C?. Dann

A=pcp! mit P =[Rev Imv] und C = [Z _ab]
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Rotationsmatrizen

C= [Z _ab} a,b € R nicht beide gleich 0.
r— V.
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Beispiel: Komplexe Matrizen
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