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Heute (07.11.2013):

» Textbuch Kapitel 5.1

» Spaltenraum, Zeilenraum und Rang

» Eigenwerte und Eigenvektoren



Spaltenrang und Zeilenrang
™.
mn ol (A) S107 sk Unprom
» A e R*" eine beliebige Matrix. clo- 2™,
» Wir lernen jetzt: (k)= L byx kem}‘%

Maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen
ist gleich
maximale Anzahl linear unabhangiger Spalten



Col(A) und Row(A)

> A E RT”.XTL
» Erinnerung: col(A) = {Axz: z € R"} C R™ ist das Erzeugnis der
Spalten von A.

» Verstehen wir nun die Zeilen von A als Vektoren aus R™, dann kdnnen
wir definieren:
row(A) ist das Erzeugnis der Zeilen von A. (s )
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Col(A) und Row(A) U\-B) 2 B -AT Ry

» Erinnerung: col(A) = {Axz: z € R"} C R™ ist das Erzeugnis der
Spalten von A.
» Verstehen wir nun die Zeilen von A als Vektoren aus R™, dann kdnnen
wir definieren:
row(A) ist das Erzeugnis der Zeilen von A.
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Zwei Aussagen sind korrekt. Welche? (Wir verstehen eine n x 1 Matrix auch als Vektor im E™)

Row(A) = Col(AT) &

Row(A) = {Az: z € R"} £ Cot (&) < 1™
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Elementare Zeilenoperationen

Definition

Zwei Matrizen A, B € R™ " sind Zeilendquivalent, wenn die Matrix B

durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenoperationen

1. Addition eines Vielfachen einer Zeile auf eine andere Zeile

2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Skalieren einer Zeile mit einem Skalar # 0

hervorgeht.
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Zeilenraum ist invariant unter elementaren Zeilenop.
Satz 50
Seien A, B € R™*" zeilendquivalent, dann gilt

Row(A) = Row(B).
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Zeilenraum ist invariant unter elementaren Zeilenop.

Satz 50
Seien A, B € R™*" zeilendquivalent, dann gilt
(H=E.0)
Row(A) = Row(B). T
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A in Zeilenstufenform dkb\‘rvw”“b) |

(wlx gwiden 2 3
Satz 51 |
Sei A in Zeilenstufenform, dann sind Xm0 / —
Ci=z) ]
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eine Basis von Row(A).
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Beispiel

Bestimme eine Basis von ColQA) u\nd Row
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Der Rang einer Matrix Ae pmi

» Spaltenrang: Dimension von Col(4) & lQ/m
» Zeilenrang: Dimension von Row(A4) < o '-
Satz 52 &'\n ([@( A\A*Eb& /&'h. Umaobh .
Sei A € R™*"_ Fs gilt ) ik, = tloy Autehd e Unel:
Ny
dim(Col(A)) = dim(Row(A)).
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Der Rang einer Matrix Ve (A)= d x ez + Ax =0 ’S

Definition & R‘_A . 2’\
Der Rang einer Matrix A € R™*" ist die Dimension des e
Zeilen/Spalten-Raumes.

Satz 53
Sei A € R™*", dann gilt

Rang(A) + dim(ker(A)) :@
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Eigenwerte und Eigenvektoren



Lineare Abbildungen
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition @l
Ein Eigenvektor einer Matrix A € REX" st ein Vektor = # 0 aus R™ mit
P—— . ———1
Axz=XA-x
mit einem Skalar A € R.
Qe >\<o



Beispiel

4= (5 ) o= (5) - ()

» Sind u und v Eigenvektoren von A7
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Beispiel
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» Ist 7 ein Eigenwert der Matrix A7
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Eigenraum

E(BMW&:‘E

» )\ € R Eigenwert von A J
» Menge der Eigenvektoren mit EW X ist Teilmenge von

{z € R": (A— M)z =0} = ker < A- %-I)
o Yom (A->2) N0} = Menge o Ecgmeditoen. vonk bza)\
Definition
Sei A € R ein Eigenwert von A. Der Unterraum von R"™ ker(A — AI') heiRt
Eigenraum von A bzgl. A.



Beispiel
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» Bestimme Basis des Eigenraumes bzgl. 2.
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Dreiecksmatrizen

Satz 54
Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind die Diagonalemente der Matrix.
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Lineare Unabhangigkeit

Satz 55
Sei A € R"™*™. Wenn v,...,v, Eigenvektoren zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A, sind, dann ist {vy,... v,} linear

unabhingig.
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