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» Quadratische Formen

> O%timierung unter Nebenbedingungen
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Maximierung und Minimierung von quadratischen Formen

Satz 91

Sei A eine symmetrische Matrix. Sei weiter

M =max{x"Ax : |x|| =1} und  m =min{x"Ax : |x| =1}.
Dann ist

» M gleich dem groBten Eigenwert von A und | —
» m gleich dem kleinsten Eigenwert von A.
Fiir einen Einheitsvektor x gilt
» M = x" Ax wenn x ein Eigenvektor zum Eigenwert M ist und 1—

» m = x! Ax wenn x ein Eigenvektor zum Eigenwert m ist.
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Beispiel

11
» Bestimme eine Losung von max{z Az: z € R3, ||z = 1}.= 6
» Char. Poly. —\* + 1002 —27TA +18 = —(A —6)(A —=3)(A — 1)
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Zweitgrolter Eigenwert

Satz 92
Sei A eine symmetrische Matrix, A\ der gréte Eigenwert von A und u;
der dazugehdrige Eigenvektor. Dann ist das

max x!Ax mit

xIx =1, x'u =0

der zweitgrélte Eigenwert A\ von A. Das Maximum wird angenommen
wenn x der normierte Eigenvektor zu Ay ist.
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Beweis



Beispiel
> Bestimme max{9z% + 423 + 32%: x € B3, ||z| = 1,21 = 0}
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Beispiel

» Bestimme den maximalen Wert der quadratischen Form z% Az = 0
unter den Nebenbedingungen 2”7z = 1 und uf z = 0, wobei u;
At =

Eigenvektor zum grossten Eigenwert von A ist. Ty, d2d2 - 2 8
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Verallgemeinerung

Satz 93

Sei A eine symmetrische n x n Matrix. Sei A = PDP~! eine orthogonale
Diagonalisierung von A wobei die Diagonalelemente von D mit

A = ... 2 A, geordnet sind und die Spalten von P die zugehérigen

normierten Eigenvektoren uy, ..., u, sind. Dann gilt firk =2,...,n
max x! Ax mit
xI'x=1 x'u =0 ... xlup1=0

ist der Eigenwert \. und das Maximum wird angenommen fir x = u,,.
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