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Losung des Problems der kleinsten Quadrate
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Satz 80
Die Menge der Lésungen des Problems der kleinsten Quadrate ist die

Menge der Lésungen des Gleichungssystems
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Wann existiert eine eindeutige Losung
Ao
Satz 81 ‘

Sei A € R™*"™_ Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) Das Problem der kleinsten Quadrate hat fiir jedes b € R™ eine
eindeutige Lésung. R " A 5@.')‘1 <0 g Your(X) = {03
EInaeutige | S X
b) Die Spalten von A sind linear unabhangig.
c) Die Matrix AT A ist invertierbar. 7
B o>

a)=b) Des GLS A< Pt ) %u e ,

it midanly Leh. => \Cuan)-QOS i b >%nb c\;,r?“
down gri Koy o LSQDM U5 ) i g Ugeteivn
LSsv’t‘ S CY AN TR YN

L
UhP‘ )LM

o,
b\:m) Cily s 2o o Xt vm foxs V“ﬁ*Ce(CM o






Der Fehler ( - <ii bﬂ =
\D A’ R (3\) > ké) o
Definition < L& 5 / G’)g ) =~
Der Fehler des kleinste Quadrate Prob.-*emsf 2p st
b— projeu ab .
-prluntl g g <z>
N !
Beispiel: o . @yoj ) = <$>
>

Betrachte das Beispiel von vorher: (ot

40 2 5
a=1lo 2|, v={0o] *
11 11
Der Fehler des k.Q.P. ist:
L) <:%,) o= qadek 6 fag )
N \
g

R [ T



Das k.Q.P. und die QR-Zerlegung
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Das k.Q.P. und die QR-Zerlegung
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Satz 82 i/

Sei A € R™*™ mit linear unabhangigen $palten und sei A = QR eine
QR-Faktorisierung von A, wie in Satz 78. Dann ist die eindeutige L@sung
des k.Q.P. fiir Ax =0b

x=R1Q"p.
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Finde die Losung des k.Q.P. fiir Az = b mit
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Symmetrische Matrizen

Definition
Eine Matrix A € R™™"™ ist symmetrisch, wenn

AT = A.
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Diagonalisierung

Falls méglich, diagonalisiere die Matrix
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Symmetrische Matrizen, verschiedene Eigenwerte

Satz 83
Sei A € R™ ™ eine symmetrische Matrix. Sind v und u Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten, dann sind v und u orthogonal.






Orthogonal diagonalisierbare Matrizen

Definition
Eine Matrix A € R™™" ist orthogonal diagonalisierbar, wenn es eine
orthogonale Matrix P € R™*"™ und eine Diagonalmatrix D € R"*" gibt

gibt mit A= PDPT.



Symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar

Satz 84
Eine Matrix A € R™*" st orthogonal diagonalisierbar genau dann, wenn A
symmetrisch ist.



Beispiel

Finde eine orthogonale Diagonalisierung der Matrix



Der Spektralsatz

Satz 85
Eine symmetrische Matrix A € R™*™ hat die folgenden Eigenschaften:
a) A hat n reelle Eigenwerte (Vielfachheit mitgezahlt!).

b) Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert \ ist die algebraische
Vielfachheit von \ als Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

c) Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal
zueinander.

d) A ist orthogonal diagonalisierbar.



Die Spektralzerlegung

» SeiA=P-D- P! wobei P=(u;---u,) orthonormal und
AL, ..., An die dazugehdrigen Eigenwerte.
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Beispiel

Konstruiere eine spektrale Dekomposition von
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Konstruiere eine spektrale Dekomposition von
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