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» Orthogonale Projektion
» Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren
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Orthogonale Projektion
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Beispiel

» uy,...,u; € R orthogonale Basis des R®

> y=cu + -+ csug

W = Span{ui,uz2} = { oL Uy {’ﬁ"u"': "Z'fse}rzs

Aufgabe: Schreibe y als y = 3, + 3o mit y; € W und 3, € W+
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Satz von der orthogonalen Zerlegung Ty
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Satz 74
Sei W C R™ ein Unterraum des R™. Jeder Vektor y € R™ kann eindeutig
in der Form

y=y+z mit yeW, zecWt

geschrieben werden.

Ist zumal {u,,...,u,} eine orthogonale Basis von W, dann ist
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Beispiel
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Satz 75
Sei W C R™ ein Unterraum von R™ und y € R". Die orthogonale

Projektion y vony auf W ist der Vektor aus W, der kleinsten Abstand zu
y hat.

Mit anderen Worten: Fiir allev € W mit v # y gilt
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Beispiel

» Sei H C R? der 2-dimensionale Unterraum (Ebene) der von
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» Berechne den zu y nachsten Punkt in H
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Orthormale Basen

Satz 76
Sein {ui,...,up} eine orthonormale Basis des Unterraums H C R™.
Fiiry € R" gilt -
Ua @7 y)
projy(y) =y -wui +--- + (y - up)u,,.
Ist U die Matrix
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Das Gram-Schmidt Verfahren

» Gegeben: Linear unabhingige x1,...,x, € R"

S(;bn {\C,,,.-, szg‘-‘ w

» Ziel: Berechne vi,..., v, mir den folgenden Eigenschaften

i) vi-v; =0 immer wenn i # j
ii) Firalle € {1,...,p} gilt

Span{xy,...,x¢} = Span{vy,...,
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Beispiel
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Wenn vy,...,v; bestimmt sind ...
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» Die v; sind orthogonal Vae-y Up .
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Das Gram-Schmidt Verfahren

Satz 77
Seien {x1,...,x,} eine Basis eines Unterraums W von R". Wir definieren
> vz =Xy — V)
> V3= X3 — X3 Vi _ X3Vay
: : V1Vy Va-Va
>
> V. =X — XpVl o Xp'Vo . v, 1.
P P ViVl Va2va Vp—1'Vp—1 P
Dann ist {vy,...,v,} eine orthogonale Basis von W und fiir alle






Die QR-Zerlegung

Satz 78
Sei A € R™*"™ eine Matrix mit linear unabhangigen Spalten. Dann kann A
in der Form

A=Q-R

faktorisiert werden, wobei (Q € R™*™ ejne Matrix mit orthonormalen
Spalten und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix mit echt positiven
Diagonaleintragen ist.

Bemerkung: Die Spalten von @ sind eine orthonormale Basis von Col(A4)



Beispiel
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