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i Lineare Algebra

Heute (12.11.2013):

» Textbuch Kapitel 5.1, 5.2
» Eigenwerte und Eigenvektoren

» Das charakteristische Polynom

» Diagonalisierbarkeit
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition
Ein Eigenvektor einer Matrix A € R™*™ ist ein Vektor x # 0 aus R™ mit
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Ax=XN=x

mit einem Skalar A € R.
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Lineare Unabhangigkeit

Satz b5 G#Q =7 QL#)))
Sei A € R"™*™. Wenn v1,...,v, Eigenvektoren zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A, sind, dann ist {vy,... v,} linear
unabhingig.
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Das charakteristische Polynom

» Beispiel: Finde alle Eigenwerte von L. Qyn ke
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Satz lber invertierbare Matrizen (Erganzung)

Satz 19 (Ergdnzung)

Eine R™*"-matrix A ist genau dann invertierbar, wenn
s) die Zahl 0 kein Eigenwert von A ist.

t) det(A) #0. «—

dor( A~0OX) =0
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Das charakteristische Polynom

Definition
Sei A € R™*™ und sei A eine Variable. Das charakteristische Polynom von
Aist

p(A) = det(A — AI).
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Beispiel
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» Bestimme das charakteristische Polynom von A.
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Beispiel

5 2 2 3
3 3 2 1
A= 0 8
200 3
» Bestimme das charakteristische Polynom von A.

v

Der Eigenwert 3 hat Vielfachheit 2.

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist seine Vielfachheit
als Wurzel des charakteristischen Polynoms.
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Beispiel

5 2 2 3
3 3 2 1
A= 0 8
200 3
» Bestimme das charakteristische Polynom von A.

v

Der Eigenwert 3 hat Vielfachheit 2.

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist seine Vielfachheit
als Wurzel des charakteristischen Polynoms.
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Beispiel
» Das charakteristische Polynom einer gegebenen 6 x 6-Matrix sei

A% — A% — 12X
» Bestimme die Eigenwerte der Matrix mit lhrer Vielfachheit.
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Beispiel

Sei A € R™*™  Das Charakteristische Polynom von A K‘_i"('*_\"i
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Ahnlichkeit

Definition
Zwei Matrizen A, B € R™heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix
P € R gibt mit A = PBP~ .

s 2 4 A\%_S\-\A(A
O = " .
g:<04> P—<4 4> Bk
Ao a4

Z\.1 3

P =
N AL IR T S TERS

2



Eigenwerte ahnlicher Matrizen

Satz 56
Ahnliche Matrizen A und B haben dasselbe charakteristische Polynom und
also auch dieselben Eigenwerte mit der jeweils selben Vielfachheit. . 4)
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Warnungen

A ® 1AW Vet 2.

(0 2) e 5 2)

sind nicht dhnlich (warum?) obwohl sie dieselben Eigenwerte (mit
entsprechenden Vielfachheiten) haben.

» Die Matrizen

» Ahnlichkeit und Zeileniquivalenz sind nicht das gleiche!
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Beispiel

» Betrachte

» Berechne Af fiiri > 1
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7T 2
a= (1)
~ -A
< o
_ ~ A= - Qy 3\> \
e L

A - \/VC A \)7-@ VootV ii\\':
SN T S |

» Berechne Af fiiri > 1

—

. C~x%
§ o L\}-A
:\1\(” N



Diagonalisierbarkeit

Definition
Eine Matrix A € R™*" ist diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix D
und eine invertierbare Matrix P gibt mit

-

A=PDP !
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Satz 5? g(:m\.d A - Cobe &L}J.( .
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Eine n x n Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn A n linear
unabhingige Eigenvektoren hat.
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Wann ist eine Matrix diagonalisierbar?

Satz 57
Eine n x n Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn A n linear
unabhidngige Eigenvektoren hat.
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Diagonalisierung

Satz 58

Sei A € R™*"™ diagonalisierbar mit

A,
A=PDPL.

Dann sind die Spalten von P n linear unabhingige Eigenvektoren von A
und die Diagonalelemente von D die dazugehérigen Eigenwerte.
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Diagonalisierung in 4 Schritten

Diagonalisiere die folgende Matrix

1 3 3
-3 -5 -3
3 3 1

1. Finde Eigenwerte &

2. Finde Basen der Eigenraume &

3. Konstruiere P aus den Basen in Schritt 2 &
4

. Konstruiere D aus den dazugehorigen Eigenwerten.
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n verschiedene Eigenwerte

Satz 59 A

Eine n x n-Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar.
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Ubung

> Kann eine n x n Matrix mehr als n Eigenwerte haben?
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Weniger als n Eigenwerte

Satz 60

Sei A eine n x n-Matrix mit paarweise verschiedenen Eigenwerten

PYRT

a) Fiirl1 < k < p ist die Dimension des Eigenraumes von A\ héchstens die
Vielfachheit des Eigenwertes ;..

b) Die Matrix A ist diagonalisierbar dann und nur dann, wenn di e

der Dimensionen der Eigenrdume der )\, gleich n ist und dies passiert
genau dann wenn

i) Das charakteristische Polynome zerfillt in Linearfaktoren und
ii) Die Dimension des Eigenraums von A;._ist genau die Vielfachheit-ven—-. .
c) Ist A diagonalisierbar und By, eine Basis des Eigenraums von A, dann
ist By UBy U - U By, eine Basis von R", die aus Eigenvektoren von A
besteht.
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» Ist die folgende Matrix diagonalisierbar?
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