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Chapitre 7

Valeurs propres et
vecteurs propres

7.1 Définitions

Définition 7.1 Soit (K, + ,-) un corps et A € My, (K). Un scalaire A € K s’appelle une
valeur propre [eigenvalue | de A s’il existe un vecteur x € K", x # 0, tel que

Ax = Ax.

Le vecteur x s’appelle un vecteur propre [eigenvector] de A associé a la valeur propre M.

Définition 7.2 Soit V un K-espace vectoriel et F € L(V,V). Un scalaire A € K s’appelle
une valeur propre de F s’il existe un vecteur v € V, v # 0, tel que f(v) = Av. Le vecteur v
s’appelle un vecteur propre de F associé a la valeur propre A.

Définition 7.3 L’ensemble des valeurs propres de A (resp. de F) s’appelle le spectre [spec-
trum] de A (resp. de f), noté spec(A) (resp. spec(F)).

1 0

Exemple 7.4 1. SmtA:( 0 0

) € My (R). Alors

1 N
-V = ( 0 ) est un vecteur propre associé a la valeur propre 4 = 1,

0 N
- = ( | ) est un vecteur propre associé a la valeur propre A, = 0,

1
- v3= ( | ) n’est pas un vecteur propre.

cos¢  sing

2. SoitA = ( ) € M5 »(R) pour ¢ € R.

—sing cos¢
— Si ¢ #km, k € N, alors A n’a pas de valeur propre (réelle).
- Si¢g=2k+1)m, keN,alors A = ( 701 . ) a une valeur propre A = —1 et tous
les vecteurs non-nuls x € R? sont des vecteurs propres associés a A.
— Si ¢ =2km, ke N, alors A = ( (l) I ) a une valeur propre A = 1 et encore tous les

vecteurs non-nuls x € RZ sont des vecteurs propres associés a A.

On va voire que si on considere A comme une matrice complexe, alors on a toujours les valeurs
propres cos ¢ +isin¢ et cos@ —ising.
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3. Soit V = C*(R) et D? : C*(R) — C*(R), f — D*f := f". Pour tout k € Z les fonctions
gk(E) = cos(kE) et hy(E) = sin(kE) (si k # 0) sont des vecteurs (fonctions) propres de D>
associés 2 la valeur propre Ay = —kZ.

¢
Si x est un vecteur propre de A et B € K \ {0}, alors
Ax=Ax = A(Bx)=PAx=BAx=A(Bx),

c-a-d Bx est aussi un vecteur propre. De méme pour un vecteur propre v d’un endomor-
phisme F.

7.2 Le polyndome caractéristique

Soit A € M,;»,(K) et soit x € K" un vecteur propre de A associé a la valeur propre A € K.
Alors, puisque x # 0,
Ax = Ax
< (AI—-A)x=0
< Al — A n’est pas inversible
< det(AI—A)=0.

Donc les valeurs propres sont les zéros de la fonction ¢ — det(t/ — A) dans K.
La matrice t/ — A prend la forme

t—ayn  —an —din
—az; t—axn
th,—A= . € Myxn(K[1])-
. —Adn—1n
—dnl —Qpp—1 I —0am

Comme K|[¢] est un anneau, le déterminant de t/ — A est aussi dans K[t].
Définition 7.5 Le polynéome caractéristique [characteristic polynomial | d’une matrice A €
M, «n(K) est le polynome p4(t) := det(¢tl — A).

Pour n = 1 le polyndme caractéristique de A = (a;;) est donné par p4(¢) =t —ay. Pour
n=2

t—ap apn
azy t—axn

pat) = det(

) =12 — (a1 +an)t + (aj1axn — appaz;).

En général on n’a pas des formules simples pour les coefficients de ce polyndme. On peut
néanmoins caractériser quelques termes.

Lemme 7.6 Soit A € My, (K). Alors, le polyndme caractéristique py de A est de degré n
et
palt) = o+ out+ -+ o_1t" 41",
ou
Q1= —(a +axn+--+am), oo = (—1)"det(A).
DEMONSTRATION. On définit le symbole de Kronecker

1 sii=j,
0 _{ 0 sinon.
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On a alors
n

palt) =Y Sg"((’)' (8io(i)t — o) (7.1)

oeS, i=1

et donc
n

o0 = pa(0) = (=1)" ) sgn(0)[Jaiou = (—1)"det(A).

oeS, i=1

Ensuite on remarque que I’on peut écrire (7.1) comme

pa(t) = | I(f*aii)jL Z sgn(o)| | (860t — i) (7.2)
i=1 oSn =1
o#id

ou le premier terme prend la forme

n
H(t —aii) =1"— (ay 4 -+ ap,)t" "' 4 polynome de degré< n — 2.
i=1
Le deuxieme terme a droite de (7.2) est un polyndme de degré inférieur a n — 2, car si
o # id il existe au moins un couple i,j tel que i # j, o(i) #i et o(j) # j. Alors on peut
choisir au plus n — 2 éléments diagonaux de ¢/ — A. Donc

pa(t)=t"— (a1 +---+ am,)t”fl + polyndme de degré< n — 2.

|
La somme des termes diagonaux d’une matrice A € M,,»,(K) s’appelle la trace de A,
ie.,
trace(A) :=ay +axn+ -+ an.
Le lemme suivant va dans la direction opposé. Etant donné un polyndme unitaire p il
trouve une matrice A telle que p est le polyndme caractéristique de A.

Lemme 7.7 Soit p € K[t] de la forme p = ag+ oyt + -+ + 04_1t" "' +1" € K[t]. Alors p
est le polynome caractéristique de la matrice

0 —0p
. .
A =
0 — 02
1 — Q1
DEMONSTRATION. Exercice. ]

La matrice A du lemme 7.7 s’appelle la matrice compagnon [companion matrice] de p.
D’apres la caractérisation

Avp.deAeEM,;n(K) < pa(AI—A)=0,

pour déterminer le spectre de A il faut déterminer les zéros de son polyndme caractéristique.
En général (K = Q, R ou C), il n’est pas possible de trouver une formule explicite pour
les zéros d’un polyndme de degré 5 ou plus (théorie de Galois) et on doit recourir aux
méthodes numériques.

Par le théoreme fondamental de 1’algebre (voir le théoreme 2.46) une matrice complexe
de taille n x n a n valeurs propres (comptées avec leurs multiplicités).

Corollaire 7.8 SoitA € M, (K) une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure). Alors
les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de A.



98 \Version 4 décembre 2017 Chapitre 7. Valeurs propres

DEMONSTRATION. Découle directement du lemme 6.5 :

pA(l) = det(tI—A) = (t—an)(t—azz)---(t—a,,,,).

7.2.1 Théoreme de Hamilton-Cayley
Soit K un anneau commutatif et soit p € K[¢] un polyndme a coefficients dans R,
p(t) = Qo+ out +t>+ -+ uty,  Qo,...,0 ER.
Soit A € M, (K). On peut alors évaluer p en A de la maniére suivante :

p(A) = aol, + 01A + 0A* + - -+ A" € Myyn(R),

Al=A-A---A.
——
Jj fois
On pose A := I,. Comme le déterminant est defini pour des matrices sur un anneau, on

peut définir le polynéme charactéristique de A € M, (R) comme py(t) = det(tl, — A) et
donc p4 € R][t].

Théoréme 7.9 (Hamilton-Cayley) Soit A € M,;»,(R) et pa le polynéme charactéristique
de A. Alors ps(A) = 0.

DEMONSTRATION.? Pourn=1,A = a € Ret ps(A) = det(o- 1 — a) = 0. Soit alors n > 2.
Pour une matrices fixe A € M, x,(R) on considere I’ensemble

RIA] == {p(A) : p € R[t]} C Mysn(R),

contenant tous les polyndmes evalués en A. On vérifie que cet ensemble (muni de I’addition
et la multiplication matricielle) est un anneau commutatif. On définit

A—anly, —ayl, - —anly,
—appd, A—apl, - —app 1y,

o = : : | € Musn(Masn(R)).
—ainly, —ayly - A —apply,

Le déterminant de .o/ (par rapport a I’anneau R[A] ! ) est donné par

n

det(ﬂ) = Z Sgn(G)H (Si,a(i)A - ac(i),iln) = PaT (A) =PA (A) € R[A]-

cESy i=1
e (LT T T\T - pr?
Soitx= (el e - ey ) €R".Alors
( A—anl, —aul, --- —anl, )x:(A*allln)el*a211n62+"'+*anllnen
=Aey —ajje; —axiex+---+age,
ar an
as| as
= ) — . =0
Aapl (2]

9. [Higham, N. Functions of matrices. SIAM, 2008] (S. 7): It is incorrect to prove the Cayley-Hamilton
theorem by pa(A) = det(AxI—A) =0.
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et, ainsi, la premiére ligne bloc de .27 multipliée par x donne 0. De fagon similaire, la i-ieme
ligne bloc de ./ multipliée par x donne O pour i =2, ... n. Alors

dx=0, (7.3)

mais on doit faire attention qu’on voit & comme élémentde M, . (R) (et non de M, (M,,X n (R)))
dans le produit .27 x. Par le Théoréme 6.17, on a la formule

det(«)
com() .o =
det(o?)

En regardant les deux cotés de cette égalité comme des éléments de M,2,,2(R) et utili-
sant (7.3) on obtient

det(;z%)el
: = com (/)T /x = 0.
det( ey
Alors chaque colonne de la matrice det(<?) est nulle et, ainsi, p4 (A) = det(.«/) = 0. |

Exemple 7.10 Le polyndme caractéristique de A = ( (l) ; ) est pa(t)=(—1)(r—2).Ona

pA<A>:<A—1n><A—21n>:(8 i)(}f 3):(8 3)4

Pour la matrices A = ( 3 g ), on a bien sur que py(A) = 0 pour pa(r) = (r —2)?. Mais il existe
un polyndme de degré 1, g(¢) =t — 2, tel que g(A) = 0. Le polynome minimal de A est le polyndme
unitaire de degré minimum parmi ceux qui annulent A, c-a-d g(A) = 0. ¢

Les resultats suivants donnent des utilisations typiques du théoréeme 7.9.

Corollaire 7.11 Soit A € M,x,(R).
(i) Toute puissance A* avec k € N peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
puissances LA A2, ... A",
(ii) SiA est inversible, alors I’inverse A~ peut s’écrire comme une combinaison linéaire
des puissances I A,A%,... A",

DEMONSTRATION. (i). Trivialement, 1’assertion est vraie pour k = 0,1,...,n — 1. On
montre le cas k = n. Par le théoréeme 7.9 :

0=pa(A) =0l + oA+ 0, A" ' +A" = A"=—apl —oyA---— 0y A"

De facon similaire, on montre le cas k > n par récurrence, utilisant 0 = A*~"p, (A).

(ii). Si A est inversible alors ap = (—1)" det(A) est inversible. De 0 = p4(A) on obtient
que

1 o
Bl 7_A":A<,_‘1...f
%o %) %) %)

a”*] Anfz o iAnfl)
o) o)



100 Version 4 décembre 2017 Chapitre 7. Valeurs propres

7.2.2 Matrices semblables, endomorphismes

Deux matrices semblables ont le méme spectre.

Théoréme 7.12 Soit A € My, (K) et P € My« (K) inversible. Alors
(i) les spectres de A et celui de P~'AP sont identiques,

(ii) x € K™ est un vecteur propre de A si et seulement si P~\x est un vecteur propre de
P'AP.

DEMONSTRATION. (i). Posons B = P~ !AP,

pa(t) = det(t] — B) = det(t] — P~'AP) = det (P~ ' (t] — A)P)
=det (P™") det(t] — A)detP = det(t] — A) = pu(t),

——
=1/detP

donc les racines de pp et p4 sont les mémes et donc les spectres de A et B sont identiques.
(ii). Comme P~ est inversible, on remarque que x est non nul si et seulement si P~'x
est non nul.
Six € K"\ {0} est un vecteur propre de A, il existe A € K tel que

Ax=Ax donc P 'APP 'x=AP 'x donc BP 'x=AP l'x
——
=1

Réciproquement si P~!x est un vecteur propre de P~'AP, alors P~'Ax = AP~ 'x et donc
Ax = Ax. ]

Définition 7.13 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et F € L(V,V). On définit
le polynéme caractéristique de f comme le polyndme caractéristique de la matrice de
l’application linéaire dans une certaine base.

D’apres le théoreme 7.12 la définition 7.13 est bien indépendante du choix de la base :
Soient By, Xy deux bases de V. Comme

-1
[F]f@Vv(Z)V = [I]f%Vv(Z)V ! [F]:@Vv%’v ' [1]4%"/,,92‘/’

[Flz, 4, €t [Fla,,2, ontle méme polyndme caractéristique.

Théoreme 7.14 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et F € L(V,V). Soit By
une base de V. Alors si A € spec(F) associé au vecteur proprev €V alors A € spec([F]%v,%V)
associé au vecteur propre [v]z, € K". Réciproquement si A € spec([F]yngv) associé au
vecteur propre x € K", alors A € spec(F) associé au vecteur propre [x](}i/ ev.

DEMONSTRATION. Découle des équivalences suivantes avec [v]z, = x:

F(v) =
(Folls ) ) = Ak,
([, oFol[] b)(x):/'tx

=
=
& [F]fggv7<@Vx = Ax.
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Exemple 7.15 Soit V = Rj[t] et D € L(V,V), D : p > p'. Par I'exemple 5.18 on connait déja la
matrice de 1’application linéaire D par rapport 3 2 = {11,113} :

0

(D)%% =

(=i el
S OO
S W o

1
0
0
0

La seule valeur propre de cette matrice est A = 0 associé au vecteur propre x = (1 ,O,O,O)T (et a ses
multiples scalaires). Par le théoréme 7.14, A = 0 est la seule valeur propre de D et tout vecteur propre
et un polyndome constant non nul. ¢

Définition 7.16 Soit A € M,;»,(K) et A € spec(A). L’espace propre [cigenspace | associé
a A est défini par
Ej(A) = {x € K"|Ax = Ax}.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, F € L(V,V), et A € spec(F). L’espace
propre associé a A est défini par

Ey(F)={veV|F(v)=2av}.

On voit facilement que Ej (A) et E, (F) sont des sous-espaces vectoriels de K" et V
respectivement. Par définition

E; (A) =Ker(Al,—A), E),(F)=Ker(A-id—F),
donc, par le théoréme du rang,

dimEj (A) =n—rang(Al, —A), dimE, (F) =dimV —rang(A -id — F).

7.3 Diagonalisation

Le but de cette section est de trouver une matrice P inversible telle que P~'AP est
diagonale. Ce n’est pas toujours possible, méme si K = C. Par exemple, soit

0 1 Pl P12
A= M P = M 7.4
< 0 0 > € M2 (C), ( v o > € M2 (C), (7.4)

ol P est inversible. Supposons qu’il existe une matrice diagonale D = diag (d;1,d2,) telle
que P~'AP = D. Alors, di; = dy» =0 car D et A ont les mémes valeurs propres par le
lemme 7.12. Mais c’est une contradiction: 0 # A = PDP~! = 0.

Définition 7.17 Soit A € M,;«,(K). On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice
P € My (K) inversible telle que P~'AP est diagonal.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et F € L(V,V). On dit que F est diago-
nalisable si [F]gvzgv est diagonalisable, ou By est une base quelconque de V.

Si A est diagonalisable les éléments diagonaux de P~ ! AP sont les valeurs propres de A :
P~'AP =diag (A1,42,. .., An).

Dans ce qui suit on va déduire une caractérisation des matrices diagonalisables. Le
résultat suivant joue un role clé.

Théoreme 7.18 A € M,,,(K) est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de K"
formée de vecteurs propres de A.
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DEMONSTRATION. Supposons A est diagonalisable, alors il existe P € My, (K) inver-
sible telle que P~'AP = diag (A1,A2,...,4,). En notant P = (x] X2, .. ,x,,), cette rélation
est équivalente a

AP=P- diag (A] ,)Lz, ces ,kn)
(:)A(xl,xz, ... ,xn) = (x1 X2, ,xn) -diag (A1,42,...,4)
S Ax = Mxl,sz = lzxz, o Axp = ),,,x,,.
Comme x1,X2, ... X, est une famille linéairement indépendante, on a bien une base de vec-

teurs propres de K".
Réciproquement, supposons qu’il existe une base de K" {xj,xz,...,x,} constituée de

vecteurs propres de A, i.e., Ax; = Ajx; pouri=1,...,n. Alors on pose P = (xl X2y ,x,,). P
estinversible et, par les équivalences ci-dessus, on obtient que P~'AP = diag (1,42, . ..,4,).
|

Lemme 7.19 Soit A € My;»n(K) et Ay,..., Ay € K des valeurs propres distinctes de A as-
sociées aux vecteurs propres x,... . xm € K". Alors (x1,... xXm) est une famille libre de K.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur m. Pour m = 1 le résultat est vrai car un vecteur
propre est non nul. Soit alors m > 2 et supposons 1’assertion vraie pour m — 1. Considérons
une combinaison linéaire

O=ogx;+- 4+ Cp_1Xm_1+ OuXp, Of,...,0, €K. (7.5)
Alors
0= o1Axy + -+ + O 1AX 1 + CpAxiy = Q1 A1x1 + -+ Q1 A 1Xm—1 + O A X
En ajoutant la relation (7.5) multipliée par —A,,
0=oay (A —Aw)x1 + -+ 1 (An—1 — Ain)Xin—1-

Par hypothése de récurrence, (xi,...X,—1) est libre et donc ;(A; — A,) = 0 pour i =
1,...,m— 1. Comme A; # A, on obtient

o =-=0,-1=0.

Par suite comme x,, # 0, 1’équation (7.5) montre que &, = 0. |

La méme démonstration montre aussi le résultat suivant: Soit V un K-espace vecto-
riel de dimension finie, f € L(V,V) et A,...,A, € K des valeurs propres distinctes de f
associées aux vecteurs propres vi,...,v, € V. Alors (vq,...,v,) est une famille libre de V.

Corollaire 7.20 Soit A € My« (K) et Ay, ... A les valeurs propres distinctes de A. Alors A
est diagonalisable si et seulement si

E3(A)DEy,(A)@ - B Ey (A) =K".

DEMONSTRATION. Par le théoreme 4.38, Ey (A) @ --- D E;, (A) = K" si et seulement si il
existe une base de K" qui est la réunion des bases de Ej,(A), i = 1,...,r. Alors I’assertion
découle du théoreme 7.18. [ ]

Corollaire 7.21 Soit A € M, (K) et supposons que A posséde n valeurs propres dis-
tinctes. Alors A est diagonalisable.
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DEMONSTRATION. Découle directement du lemme 7.19 et du théoréeme 7.18. [ |

Avoir n valeurs propres distinctes est une condition suffisante pour &tre diagonalisable
mais pas nécéssaire. Par exemple, la matrice identité I,, possede une seule valeur propre et
elle est évidemment diagonalisable.

Soit A € My, (K) et pa(t) = det(zl, — A). Pour A € spec(A) on a pa(A;) =0, alors on
peut écrire

palt) = (1= 2)"g(t) avec g(A) #0.

L’entier m s’ appelle la multiplicité du zéro A de pa.

Définition 7.22 La multiplicité algébrique d’une valeur propre A € spec(A) est la multi-
plicité de A comme zéro de py. On la note myg(1).

La multiplicité géometrique d’une valeur propre A € spec(A) est la dimension de
E) (A). On la note mggom ().

On a les mémes définitions pour un endomorphisme f € L(V,V).

Exemple 7.23 Soient

21 0 2 1 0
A= 0 2 1 €M3><3(R), B= 0 2 0 €M3><3(R),
0 0 2 0 0 2

2 00
C= 0 2 0 €M3X3(R).
0 0 2

Pour la valeur propre 2 de A, on a m,4(2) = 3, mggom(2) = 1. Pour la valeur propre 2 de B, on a
Myie(2) = 3, mggom(2) = 2. Pour la valeur propre 2 de C, on a 1 (2) = 3, mggom(2) = 3. ¢

Lemme 7.24 Soit A € spec(A). Alors mggom(A) < mag(A).

DEMONSTRATION.  Soit m = mggom(A) et (y1,...,y,) C K" une base de E; (A). On complete
cette base en une base de K" : (y1,...,Ym,Ym+1,---,Yn). On pose la matrice inversible ¥ =
(y1 S Vg ).Alors
Ay:A( VI Yn ):(Ay1 o Ayy )
:( )Vyl A'ym Aymy1 0 Ayn )

et par suite

Al, B
-1 _ m 12
prape (M B2,

Par le théoréme 7.12 et le corollaire 6.15, on obtient que
det(t] — A) = det(tl,, — AL,) det(t] — Byy) = (t — A)" det(¢] — Byy).
Donc mgig(A) > m. [

Théoreéme 7.25 (théoreme de diagonalisation) Soir A € K"*". Alors A est diagonalisable
si et seulement si

(i) pa est scindé (sur K), et
(ii) mag(A) = mggom(A) pour tout A € spec(A).
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DEMONSTRATION. Supposons A diagonalisable, alors il existe P inversible telle que
P~ AP est diagonale. En regroupant les valeurs propres identiques on peut supposer que

PilAP:diag ()L],...,A] ,AQ,...,AQ,...,Ar,...,xr), kﬁékjpouri#j.
—_—— —— ——
myig (A1) fois mye (A7) fois myie (Ar) fois
Alors

Mgcom(Ai) = dimKer(A;l —A) = dimP-Ker(A;— P~ 'AP) = dimKer(A; — P~ 'AP) = myq (A;).

Réciproquement, supposons que (i) et (ii) sont vraies, alors

r

pa(t) =[]t~ 2.

i=1

Posons W :=E; (A)+---+E;, (A),onobtient W := Ey (A)®---®Ey, (A) parle lemme 7.19.
Comme ni,14 (A;) = Mggom(A;) on a

dimW = Y dimE;,(4) = ¥ myeom(2) = ¥ mag(A) =n,
i=1 i=1 i=1

=

et donc W = K". Par le corollaire 7.20, ceci implique que A est diagonalisable. u

Le resultat (et la preuve) du théoréme 7.25 est anlogue pour F € L(V,V), V un K-espace
vectoriel de dimension finie.

Exemple 7.26 (i). Soit

1 3 3
A= -3 -5 -3 €M3><3(R).
3 3 1
On calcule py () =det(tI —A) = --- = (A — 1)(A +2)?, alors les valeurs propres sont A; = 1, Ay =

—2, et p4 est scindé. Par le lemme 7.24, mggom (1) = myig (1) = 1. mye(—2) = 2 et il reste a calculer
Mggom(—2). On cherche

3 3 3 X1
Ax=-2% & (21-Ax=0 & -3 -3 =3 x | =0
3 3 3 X3

& x1+x+x3=0,
c-a-d deux variables sont libres et mggom(—2) = dimKer(—2/ —A) = 2 = myo(—2). Alors A est
diagonalisable.
Si on veut calculer une matrice P telle que P~ ! AP soit sous forme diagonale, on calcule une base
des espaces propres :

0 -3 -3 X1
Ax=Mx <& 3 6 3 x | =0.
3 3 0 X3
Ceci donne x; = x3 = —xp. Par exemple, on peut choisir x, = —1, x; =x3 = 1, et donc Ej(A) =
1 —1 —1
span | —1 |. Par le calcul ci-dessus, E_»(A) = span 1], 0 . Finalement, en
1 0 1

posant
-1 -1 1
P=| -1 1 0 onabien P 'AP=| 0 -2 0
1 0 1 0
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(ii). Soit
2.0 0
A= 0 2 1 |, dett—A)=(—1)(r—2)%
1 0 1

Les valeurs propres sont A; = 1, Ay = 2, et mggom (1) = maig (1) = 1, myie(2) = 2. Pour la multiplicité
géometrique de 2 on calcule

0 0 0 X1 x1=0
Ax=2x & (2I-Ax=0 & 0 -1 -1 x | =0 & xplibre
- 0 1

1 X3 x3=0.
Alors mggom(2) = dimKer(2] —A) = 1 # myg(2) et donc A n’est pas diagonalisable. ¢

Algorithme pour la diagonalisation a la main de A € My, (K) :
1. On calcule ps(2) et on cherche les racines de ce polynéme.

2. Si on trouve n racines (comptées avec leurs multiplicités) on va a 1’étape 3, sinon A
n’est pas diagonalisable.

3. Soient A4y, ...,A, les racines distinctes du polyndme scindé pa () = [T—; (r — A;))™m
ot m; = myg(A;). On calcule de bases de Ej (A) = Ker(A:/ —A) et mggom(Ai) =
dimEy,(A). Si mggom(Ai) < mag(A;) pouruni € {1,...,n}, alors A n’est pas diago-
nalisable.

4. En posant

P= (pla"'7pin| 7pm1+17---apm1+m27---7pn—m,+1a---apn)7
——

base de £y (A) base de E;, (A) base de Ej,.(A)

on obtient que P est inversible et

PilAP:diag(M,...JL] ,)Lz,...,)Lz,...,Ar,...,)Lr)
—_—— —— ———

Mgig (A1) fois mye(A2) fois My (Ar) fois

Le méme algorithme s’applique par la diagonalisation de F € L(V,V), V de dimension finie.
D’abord on choisit une base Ay de V et on calcule A = [F] g, 4,. Ensuite, on applique
I’algorithme ci-dessus a A.

La diagonalisation de matrices (lorsque c’est possible) est un outil puissant. La ca-
ractérisation suivante de la commutativité de matrices donne un premier apercu de cette
puissance.

Lemme 7.27 Soient A,B € M,«,(K) des matrices diagonalisable. Alors AB = BA si et
seulement s’il existe P € Myx,(K) inversible telle que P~ YAP et P~BP soient diagonales
(on dit dans ce cas que A et B sont simultanément diagonalisables).

DEMONSTRATION. (i). Supposons qu’il existe P € M, ,(K) inversible telle que P~'AP =
A4 et P7IBP = Ag, ot A4, A sont diagonales. Alors
AB = PAAP 'PAgP~' = PAsAgP ™' = PAgAAP~' = PAgP 'PAAP~' = BA,

ou I’on utilisé que deux matrices diagonales commutent.
(ii). Supposons que A et B soient diagonalisables et AB = BA. Alors il existe P inversible
telle que
My,
PAP = =:A4, avecA; # Ajpouri# j.
Al
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Alors comme PAsP~'B = AB = BA = BPA4P~" on obtient
AsB=BA,, avec B=P'BP. (7.6)
On écrit B sous forme partitionée B = (B,-j)f.‘,j:] avec Bij € My, xn; (K). Alors d’apres (7.6)

MBi -+ MBi MBi1 -+ MBik

MBri - MBig MBi -+ MB

donc comme A; # A; pour i # j on obtient B;; = 0 pour i # j. Donc B est une matrice
diagonale par bloc. Comme B est diagonalisable, B = P~!BP est diagonalisable et donc les
blocs diagonales Bj;, i = 1,...,r, sont diagonalisables. Soit P; € M, «,,(K) inversible telle
que Pf'B,',-P,- soit diagonale pouri =1,... k. On pose

Py
P:=P
Py
Alors P! BP est diagonale par construction et
P! P
P lap= P AP = A4
P,;l Py
]
7.4 Dynamique discréte
Dans la section 1.5.2 on a vu la suite de Fibonacci
=1 A=l fira=fir1+fi, k20, (7.7

qui peut s’écrire comme produit matrice-vecteur. En général, on considere une suite récurrente
linéaire d’ordre 7 :

Sitn = Op—1 frqn—1 + -+ 0 fig1 + Qo fi (7.8)

ol 0,,...,0,_1 sont des scalaries fixés d’un corps K. Pour définir une suite a partir
de (7.8) il faut fixer n conditions initiales

fo=so, fi=s1, oy fam1=Su-1, (7.9)
ol 59,81, --.,5,—1 € K sont des scalaries. En définissant
Je
Jiet1
Uy = . ;

fk+n71
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on voit que (7.8)—(7.9) est équivalente a

0 1 S0
.. .. 51
Upy] = : : uy, uy = . . (7.10)
0 1 :
Oy -0 Op—2 Oy Sn—1

A part les signes des coefficients ¢, la matrice dans (7.10) est la transposée de la matrice
compagnon du lemme 7.7 !

Lemme 7.28 Soit A € M, (K) une matrice comme dans (7.10) avec oy, ... ,0,—1 € K.
Alors :
(i) le polynéme caractéristique de A est py = t" — 011"~ ' — - — oyt — .
(ii) Si A € K est une valeur propre de A alors (1 ALAZ L ,l”’l)T est un vecteur propre
associé.

(iii) A est diagonalisable si et seulement si A posséde n valeurs propres distinctes.

DEMONSTRATION. (i) découle du lemme 7.7.

(i).
0 1 1 A 1
. ' _ : -1 :
0 1 : Al A2
Oy -+ Op_p Oy A A" —pa(R) An-t

(iii). Par le corollaire 7.21, une matrice avec n valeurs propres distinctes est diago-
nalisable. Réciproquement, supposons que A soit diagonalisable. Trivialement, les n — 1
derniéres colonnes de la matrice I — A sont toujours linéairement indépendantes. Si A €
K est une valeur propre on obtient alors que mgsom(A) = dimKer(Al —A) = 1. Par le
théoreme 7.25, myg(A) = mggom(A) = 1. Alors les n valeurs propres de A sont distinctes.

|
En notant A la matrice n x n dans (7.10) supposons que A possede n valeur propres
distinctes A1,...,A, € K. Alors la matrice des vecteurs propres associés,
1 1 e 1
A o A,
P= ) ) . , (7.11)
lln'fl lzn'fl )yn.fl
n
est inversible.
En général un systeme dynamique linéaire discret (homogene) prend la forme
U1 = Auy, up =s, (7.12)

ol A € Myxn(K), u; € K", et s € K" est le vecteur des conditions initiales. Si A est diago-
nalisable, on trouve une formule explicite des vecteurs uy = AKs définies par (7.12). Soit
P = (x -+ Xp) € Muxn(K) inversible tel que

P lAP = diag(),l7 ... ,),,,) =:A.

Alors
Af = (PAP7Y)(PAP")--- (PAP™") = PA*P".
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En posant ¢ := P~ lug 1a solution de (7.1 2) peut s’écrire comme suit :
klk C]
uy = PA*c = (x] x,,) :cllfx]+~~~+cnkfxn. (7.13)
Ak Ch

n

On note que le vecteur ¢ représente les coordonnées des conditions initiales s par rapport
a la base des vecteurs propres (les colonnes de P). Si s est un vecteur propre x; (ou un
multiple) on obtient la solution particuliere QLJ’?x ;. D’apres (7.13) on a que uy, est en fait une
combinaison linéaire de telles solutions.

Exemple 7.29 On considere le systéme associé a la suite de Fibonacci (7.7) :

U1 = Aug, A=(? :), Mo=(})-

Les valeurs propres de A sont données par

1+/5 1-v/5

0=detAM—A)=A>-A—-1 = A= 5=

et d’apres (7.11)

_( 1 1 ] 1= \_ 1/ N
P_(M 12) = oe=r MO_M—M(}LI—‘)_ 5(_12)'

Par (7.13) on obtient
M k( 1 ) ) k( 1 )
=—»A -— .
NS 5;{2 A

Le premier coefficient donne la formule explicite
k+1 k+1
fzi(lkﬂi)tkﬂ)zi 1+/5 (15
k \/g 1 2 \/5 2 2 .
¢

Dans ce qui suit on analyse le comportement asymptotige de la solution u; de (7.12)
lorsque k — oo.

Définition 7.30 Le rayon spectral [spectral radius] p(A) d’une matrice A € C"*" est defi-
nie par
p(A) :==max {|A|: A € C est une valeur propre de A}.

Supposons que A soit diagonalisable. On ordonne les valeurs propres 4i,...,A4, comme
suit:
PA)=h| == | > Apia[ > - > [Aa]. (7.14)
Par (7.13),
Ak k Ak | Ak
Mk:P(A)k cl—'xl—i—---—i—c M ot +1m_+x 4+ _n
p(a) Tpay T p (A "p(A)”
(7.15)

Les valeur absolues des m premiers termes de cette somme sont constantes (par rapport a
k). Les n — m derniers termes convergent vers 0 quand k — oo. Ainsi la convergence de u;
est determinée par p(A).

Lemme 7.31 Soit A € M,,x,(C) diagonalisable. Alors les vecteurs uy définis par (7.12)
convergent vers O pour toute condition initiale u si et seulement si p(A) < 1.
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L’assertion du lemme (7.31) est aussi vraie si A est non diagonalisable; mais il nous manque
les outils pour prouver ce fait. Si p(A) > 1 la formule (7.15) implique que les vecteur uy
divergent (sauf si ug est tel que ¢; = - = ¢, = 0). Dans le cas limite p(A) = 1 le vecteur
uy peut converger ou diverger. En particulier, si

=A==, (7.16)

alors .
Uy, 2 oo = c1x1+ -+ CmXm, (7.17)

a condition que A soit diagonalisable. La situation est plus compliquée si A n’est pas dia-
gonalisable. Par exemple,

(1 v (1 k
(o) = =(on)

ce qui implique que la suite u; = AXuq peut étre non bornée.

7.5 Matrices stochastiques

Soit P € My, x,(R) une matrice telle que p;; > O pouri,j=1,...,net Y7, p;; = 1 pour
j=1,...,n. De telles matrices sont appelées matrices stochastiques (colonnes). Ces ma-
trices jouent un role important en la théorie de probabilité. Soit {X }x>o une suite de va-
riables aléatoires discrétes définies sur I’ensemble des éventualités E = {1,2,...,n}. Alors
la matrice de transition de probabilité P®) € M, (R), donnée par

(P(k)),'j =P (X1 = 1] Xi = j),
est une matrice stochastique.

Une matrice A € M,,»,(R) est dite strictement positive, notée A > 0, si a; ;> 0 pour
tous i,j = 1,...,n. Pour deux matrices A,B € M,,x,(R) on dit que A > B si A— B > 0. Pour
un vecteur x € R” on dit que x est (strictement) positif, noté x > 0 (x > 0), si x; > 0 (x; > 0)
pourtousi=1,....n.

Théoreme 7.32 (Perron) Soit A € R™" une matrice positive. Alors :
(i) Le rayon spectral r = p(A) est strictement positif.
(ii) r est une valeur propre de A.
(iii) r est la seule valeur propre'° de A de module r.
(iv) mqg(r) = 1.
(v) Il'y a un vecteur propre x associé a r tel que x est réel et strictement positif.
(vi) A part les multiples positives de x, il n’y a plus des vecteurs propres de A qui sont
réels et positifs.
DEMONSTRATION. On fait la preuve a condition que A soit diagonalisable. Les résultats
du théoréme sont vrais si A n’est pas diagonalisable mais il nous manque les moyens d’en
prouver.

(i). Raisonnement par I’absurde : Soit r = 0. Alors toutes les valeurs propres de A sont
nulles et le polyndme caractéristique est p4 =t". Par le théoréme 7.9 on a que A" = 0, mais
ceci contredit que A" est positive.

Dans ce qui suit on peut supposer que » = 1, en remplacant A par ﬁA.

10. On regarde A comme une matrice complexe et prend toutes les valeurs propres complexes ou réelles.
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(ii) et (v). Comme r = p(A) =1, il y a une valeur propre A € C telle que |A| = 1. Soit
y € C"*" le vecteur propre associé. Pour une matrice C € C™*" on note |C| la matrice dont
les coefficients sont (|C|);;j := |c;;|. Par I'inégalité triangulaire, on obtient que

ly| = [Ay| = |Ay| < |A] - [y| = Aly]. (7.18)

Alors, en posant z := Aly| le vecteur b := z — |y| est positif. Supposons que b # 0, c-a-d
au moins un coefficient de b est strictement positif. Alors Ab > 0. Comme z = Aly| > 0, il
existe € > 0 tel que Ab > €z. En substituant b = z — |y| on obtient

Bz >z, avec B:= LA.
l1+¢

Alors B¥z > z pour tout k > 0. Mais, c’est une contradiction car p(B) = p(A)/(1 +¢) =
1/(1+4¢€) < 1 et ainsi Bz — 0 par le lemme 7.31. Alors b # 0 et I’inegalité (7.18) est en
fait une egalité. Ceci montre que x = |y| est un vecteur propre réel et positif associé a la
valeur propre r = 1. En outre, x = |y| = Aly| > 0.

(iii). Il reste & montrer que toute valeur propre A de module 1 est en fait égale a 1. Soit
Ay = Ay alors |y| = Aly| > O et

n n
‘ Zaij)’j‘ =[yil = ) |aijy;l.
j=1 Jj=1

L’ égalité implique que tous les termes de la somme de gauche ont le méme signe. Alors il
existe un vecteur p = (1,py,...,p,)" tel que p > 0 ety =y p. De Ay = 1y, on obtient que

Ap=Ap=|Ap|=[Ap|=p = A=1

(iv). Comme p(AT) = p(A) = 1 il existe w € R™! tel que w > 0 et ATw = w. En
multipliant w par un scalaire on peut supposer que w'x = 1. Soit X; € R"*("~1) telle que
les colonnes de X | forment une base de Ker(w'). Comme w'x # 0 on a que x ¢ Ker(w').

T
Alors la matrice P = (x,X ) est inversible est I’inverse est de la forme P~ = VV;;T >

i
avec une matrice W, € R ("= telle que fo = 0. Donc

plap— wlAx  wTAX, _ wix  wlX, (1 0
A\ wlAax wlax, )T\ wlx wlax, )\ 0 wlAx, )-
Supposons que 1,5, (1) > 1 alors WIAX | posseéde un valeur propre 1 avec un vecteur propre

1 . s
. Alors A posséde deux vecteurs propres x et & = P! ( 5 > qui sont linéairement
2

indépendants. Choisissons i tel que %; # 0. Le vecteur y = x — %)’E est non nul (grice a
I’indépendance linéaire de x et X) et un vecteur propre associé a 1. Par la démonstration de
la partie (ii), ceci implique que |y| est un vecteur propre: |y| = Aly| > 0. Mais, c’est une
contradiction : le i-ieme coefficient de y est nul par construction. Alors mge(1) = 1.

(vi). Soit (encore) w > 0 tel que wlA=wetw'x=1.Si%>0 estun vecteur propre de
A associé a une valeur propre A, A% = A%, on obtient que A = Aw'F=wTAf=w'5=1.
D’apres (iv), mggom (1) = mye (1) = 1 et ainsi X est un multiple positif de x. [

Corollaire 7.33 Une matrice stochastique P € My, (R) a une valeur propre égale a 1 et
p(P) = 1. Si, en plus, P est strictement positive alors myy (1) = 1 il existe un vecteur propre
strictement positif associé a 1.
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DEMONSTRATION. Soite = (1,...,1)T alors PTe = e donc 1 € spec(PT) = spec(P). Soit
A € C une valeur propre de AT et soit y un vecteur propre associé. Soit j tel que y ; #0. Par
ATy = Ay on obtient que

Allyil =

n
Y aijyi
i=1

etdonc |A| < 1. Alors p(A) = 1. Lereste du corollaire découle directement du théoréme 7.32.
]

n
<Y aijlyil < lyjl
i=1



