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Chapitre 6
Déterminants

Les déterminants ont joué un role fondamental dans le développement historique de
I’algebre linéaire. Avant le développement moderne de la notation des matrices on a ex-
primé toutes les assertions et leurs preuves en termes de déterminants (sans matrices).
Heureusement, ceci a changé ! Malgré cela, les déterminants gardent un rdle dans la com-
préhension théorique.

6.1 Définitions

(K,+ ,) désigne un anneau commutatif dans ce chapitre. On rappelle que S, est I’ensemble
des permutations de I’ensemble {1,2,...,n}.

Définition 6.1 (i) Soit 0 € S,, n > 2. Un couple (i,j) e NxN, 1 <i< j<n, s’appelle
une inversion de & si 6(i) > o(j).
(ii) Soit k le nombre d’inversion d’une permutation o. On appelle signature [sign] de la

permutation le nombre sgn(c) := (—1)X. Pour n = 1, il existe seulement une permu-
tation ¢ = id et on définit sgn(id) = 1.

o1 23 4
“\1 4 2 3

a les inversions (2,3), (2,4), alors sgn(c) = (—1)2 = 1. ¢

Exemple 6.2 La permutation

Définition 6.3 Soit K un anneau commutatif et soit A € Myxn(K). Le déterminant de A est
défini par

n
det(A) := Z sgn(o) Ha,-yc(l-). 6.1)
[ S\ i=1
Dit autrement, étant donnée une permutation ¢ on choisit le ¢ (i)-iéme élément de la i-iéme
ligne de A pour i = 1,... ,n. On multiplie par la signature de ¢ le produit de ces n élements.
Enfin, on fait la somme de tous ces produits sur toutes les permutations. On remarque
qu’il existe n! permutations, alors le calcul du déterminant devient extrémement laborieux
pour une matrice de grande taille. Dans la section 6.5.1 on developpera un algorithme plus
efficace.

Remarque 6.4 Le déterminant d’une matrice A est un exemple d’une fonction linéaire
par rapport a chaque colonne de A. Une telle fonction s’appelle multilinéaire. Un autre
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exemple moins important d’une fonction multilinéaire est le permanent défini par
n
perm(A) := Z Hai’g(,»).
oS, i=1

La différence semble faible, on a seulement supprimé la signature, mais elle est en fait
énorme! Par exemple, il n’existe pas un algorithme efficace pour le calcul du permanent
d’une matrice de grande taille. Le calcul du permanent est un probleme NP-difficile.”

Déterminants des matrices particuliers.

Matrices 1 x 1. Par définition, le déterminant d’une matrice A = (a11) € M« (K) est
donné par det(A) = ay;.
Matrices 2 x 2. Pour n =2 il y a deux permutations :

1 2 1 2
(712( 1 2) :sgn(cl)zl, 612(2 1 ) :>sgn(62):—1.
Alors le déterminant d’une matrice A de taille 2 x 2 est donné par

det(A) = det (

a  ap

=dai1axn —apal.
azl ax )

Matrices 3 x 3. Pour n =3 il y a six permutations :

(123 (123 (123
=1 23) 27\ \23 1) SBT3 1 2)
(123 /123 /123
=321 ) F7\132) %21 3)

avec sgn(07) =sgn(0,) =sgn(03) = 1 et sgn(oy) = sgn(0s) = sgn(0s) = —1. Alors

le déterminant d’une matrice A de taille 3 x 3 est donné par

ajy ap aps
det(A) =det az| dax a3
asy azx ass

= aj1axasz+appaasz; +azazas;

—daj3daz2dsz) —di1az3aszz — d12a214ds33

On peut bien visualiser cette formule par la regle de Sarrus :
5y &9 G

aii ar a1z dai a2
asi a axz  dz az»
asi asn a33\ a31\ asn
7. En fait, il existe des algorithmes passablement efficaces pour 1’approximation du permanent d’une matrice

a coefficients positifs, voir, par exemple [M. Jerrum, A. Sinclair, E. Vigoda. A polynomial-time approximation
algorithm for the permanent of a matrix with nonnegative entries. J. ACM 51 (2004), 4, 671-697].
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Matrices diagonales. Soit D = diag (d11,d2, .. ,dm) € Muxn(K). Alors il existe seule-
ment une permutation o telle que dy 5(1)d2 6(2) " * dy.5(n) 7 0 i.6. 0 =id. Donc

det (diag (di1,d22, .. dun)) = di1d22 - dnn.

Matrices triangulaires. Lemme 6.5 Soit A € M,,,,(K) une matrice triangulaire (supérieure
ou inférieure). Alors
det(A) =dai1az...Aayy.

DEMONSTRATION. Soit

al 0 0
a a
A= 21 22
: 0
apl dp2 - dpp

Considérons [T}, a; 5(;) alors 6(1) = 1 est nécessaire pour que le produit soit non
nul. Par suite 6(2) € {1,2} pour que a3 (2) # 0. Mais 6(2) = 1 n’est pas possible
car une permutation ¢ doit étre bijective. Alors 6(2) = 2. En répétent cet argument
on obtient que ¢ = id. Donc det(A) = aj1az;. .. dnp-

Le raisonnement est similaire pour une matrice triangulaire supérieure. |

Matrices de permutation. Soit 7 € §,;, considérons

€x(1)

Pr = : = (pij)lgi,jgn'
=
eﬂ(n)

Alors [iL a; () = 0 si 0 # 7 car toutes les €léments de la ligne i sauf I’élément
7(i) sont nuls. Alors on a

det(Pr) = sgn() Hpi,n(i) = sgn(m). (6.2)
S

6.2 Propriétés de la signature
Le lemme suivant donne une expression explicite de la signature d’une permutation.
Lemme 6.6 Soit o € S,. Alors
o(i)—o())
sgn(o) =[] u
1<i<j<n YT

DEMONSTRATION. Pour n = 1 la formule est vraie par la définition. Soit n > 2. Alors on
a

[T le()-c®i= T G-0. (6.3)

1<i<j<n 1<i<j<n

On montre cette relation en calculant

[t -o@=( T (o()-o)( TI (o) -o0))

i<j i<j
o(i)<o(j) o(j)<o(i)

((ﬂ() G-0) ((po G-1) =15,
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otl la dernigre égalité découle du fait qu’on a soit ! (7) < =1 (}), soit 67! (j) < 67! (i)
sii# J. Soit k le nombre d’inversions de o, alors

1<i<j<n |0(j) =0 (D)]
Mis en ensemble avec (6.3), cela donne 1’assertion. |

Théoréme 6.7 Soient 61,0, € S,. Alors sgn(0) 0 63) = sgn(o7)sgn(oy).
DEMONSTRATION. Par le lemme 6.6 on obtient

sgn(c100y) = HGI(GZ(i))_Gl(GZ(j))

i<j i—J
_ o01(02(i)) — 01(02(J)) 02(i) — 02())
- (5 0=an ()

Zzél}) sgn(Gz) H M
o' (<05 () /

~ e c1(i) —o1()) o1(i) —01(J)
= sg (02)< g i )( g i~ )

o5 <oy () o5 <oy ()

En permutant les roles de 7 et j dans le deuxiéme facteur, on obtient

oo oo [ 20=20)( [ 2d=a0)

i<j =7 i j—i
oy <oy 1)) o ()<os 1 ()
o1 (i) —o1()) c1(i) —o1())
DL e e [ B s
i<j i<j
o5 <oy () o ' ()<oy D)
o1(i)—o1(J
= sgn(GQ)H Ofif(j) =sgn(o)sgn(07).
i<j

Enposant oy = o et oy = o ! pour o € S, le théoreme 6.7 donne

sgn (G’l) =sgn(o).

En d’autres termes, le théoreme 6.7 dit que sgn : S, — {+1,— 1} est un morphisme de
groupes de (Sy,,0) vers ({+1,—1},-).
On rappelle le cas particulier d’une transposition (voir la définition 3.5) :

1 - i-1 i i+1 - j—=1 j j+1 - n .
= < <n.
T (1 e di—=1 j i+l e =1 i j4+1 o on )2 1<i<j<n
6.4)

En comptant simplement on voit que T a 2(j — i) — | inversions, alors sgn(7) = —1. Toute
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permutation peut s’écrire comme une composition de transpositions, par exemple

o — 1 2 4
3 1
(1 4 . 1 4
1 3 4 1
(1 4 1 4 1 2 3 4
W1 24 3)°1 32 4)°4231)
On remarque que le nombre de transpositions n’est pas unique. En revanche, par le théoréme 6.7,
la parité de ce nombre est unique.

NS N O
W DN W N W
[\CTE O \S}
W W W

Corollaire 6.8 Soit c € S,. Alors
(i) sgn(c) = +1 si et seulement si © peut s’écrire comme la composition d’un nombre
pair de transpositions,
(ii) sgn(0) = —1 si et seulement si © peut s’écrire comme la composition d’un nombre
impair de transpositions.

6.3 Propriétés du déterminant
Lemme 6.9 Soit A € My, (K). Alors det(AT) = det(A).

DEMONSTRATION. Par la définition du déterminant on obtient

n g | n
det(d) = Y sgn(0)[Jaiony' = YL sen(t ) [Tain10
i=1 i=1

cES, Ivlilesn
J=u"t() L T
= Z sgn(u) Hau(j),j =det(A").
UESn J=1

Lemme 6.10 Soit A € M,;»,(K).
1. Si au moins une des lignes de A est nulle alors det(A) = 0.
2. Sin>2 et deux lignes de A sont identiques, alors det(A) = 0.

DEMONSTRATION. (i). Exercice.
(i1). Supposons que les lignes i et j, ou i < j, de A sont identiques. On considére la
réunion disjointe
Sn = Tn USn\Tna

T,:={ceS,o()<o(j)}, Si\Th={oeS:|a(i)>0c())}
En utilisant la transposition 7 de (6.4) on peut écrire

S\, ={cot|oc €T}

En utilisant le théoréme 6.7, sgn(7) = —1, et 7= -1 on obtient I’identité
n n
Y sen(6)[Jasw = Y sen(oo)[]arorw)
GeS\Tn k=1 oeT, k=1
t=1(k) 1
=" =Y sgn(o)[acw.00
oeTy (=1

= =Y sgn(o)[Tacow-
/=1

oeTy
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La dernicre égalité découle de I’égalité des lignes i et j. Alors on a

det(A) = Z Sg"(G)Hak,c(k)Z Z sgn(o Haka + Z sgn( )Hak,a(k)
k=1

oESy k=1 oeTy ceS\T,
n
= Z Sg“(G)Hak,c(k)— Z sgn(o Hakcr =
ocTy, k=1 oeT,

En combinant le lemme 6.9 et le lemme 6.10 on obtient qu’une matrice avec une co-
lonne nulle a un déterminant nul.

Le lemme suivant décrit 1’effet de la multiplication par une des matrices élémentaires
(voir la section 3.1) sur le déterminant.

Lemme 6.11 Soit A € M, (K) et n > 2. Alors
(i) det(M;(A)A) = A -det(A) = det(M;(A)) - det(A) pour A € K, 1 <i<n,
(ii) det(G;j(A)A) =det(A) =det(G;;(1))-det(A) et
det(GT( JA) = det(A) = det(GiTj( ))-det(A) pour A e K1 <i<j<m;
(iii) det(P;jA) = —det(A) = det(P;) - det(A) pour 1 <i< j<n.
DEMONSTRATION. (i).

det(M;(1)A) = Z sgn(oc (lam Haka )

oeSy ki

=1 Z sgn(G)Hai’U(,») = A -det(A).
i=1

oeS,

Comme M;(A) est une matrice diagonale, on obtient det(M;(1)) = A et donc A - det(A) =
det(M;(A)) - det(A).
(@ii).

det(Gij(A)A) = Y sgn(o) (( ntraisi) [ s )

cES, k#j

= Z Sgn(c)ﬁak,a(k)+)~ Z sgn(o <a,5 Hakc )

CES, k=1 CES, k#j

On remarque que le second terme correspond au déterminant de la matrice A avec la ligne j
remplacée par laligne i. Par le lemme 6.10, ce déterminant est nul est, ainsi, det(G;;(1)A) =
det(A). Comme G;;(A) est une matrice triangulaire inférieure et tous ses éléments diago-
naux sont 1, on obtient det(G;;(A)) = 1 et donc det(A) = det(G;;(A)) - det(A). Le raison-
nement est similaire pour G;(4).

(iii). L’ équation det(P;jA) = — det(A) est montrée comme dans la preuve du lemme 6.10.
L’équation det(P;;) - det(A) = — det(A) découle du det(P;j) =sgn(t) = —1. [

Le lemme 6.11 nous dit que le déterminant d’un produit d’une matrice élémentaire et
une matrice quelconque est égale au produit des déterminants de ces deux matrices. En fait,
cette propriété est vraie en général.

Théoréme 6.12 Soir (K, + ,-) un anneau commutatif et soient A,B € My, (K). Alors

det(AB) = det(A) - det(B).
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DEMONSTRATION. La démonstration ici utilise la forme échelonnée (réduite). Dans ce
but, on suppose que K soit un corps. Mais le résultat du théoréme reste vrai si K est un
anneau commutatif, 8

On sait d’apres le théoreme 3.13 qu’il existe des matrices élémentaires E;, i = 1,...,m,
telles que A := E,,E,,_1 - - - E1A est sous forme échelonnée réduite. Comme 1’inverse d’une
matrice élémentaire est encore une matrice élémentaire, le lemme 6.11 donne

det(A) = det(E,' - E['A) =det(E,") - det(E, ,---E 'A) ©5)
= - =det(E,")---det(E; ") det(A) '
ainsi que
det(AB) = det(E,,")---det(E; ") det(AB). (6.6)

Si A n’est pas inversible, les derniéres lignes de A et AB sont nulles, alors det(A) = det(AB) =
0. Par (6.5)—(6.6), on obtient det(AB) = 0 = det(A) = det(A) - det(B). Si A est inversible,
A =1 (voir le théoreme 3.13) et donc I’assertion découle directement de (6.5)—(6.6). u

Corollaire 6.13 Soit A € My, (K), P € My« (K), dont P soit inversible. Alors

(i) det(P) est inversible et det(P~") = (det(P))~",

(ii) det(P~'AP) = det(A).
DEMONSTRATION. (i). Parle théoréme 6.12, 1 =det(/) = det (PP~") = det(P)-det (P")
et 1 = det(l) = det (P~'P) = det (P~') - det(P). Alors det(P) € K est inversible et son
inverse est donné par det (P~1).

(i).

det(P)
det(P)

det (P'AP) =det (P™") - det(A) - det(P) = det(A) = det(A).

Remarque 6.14 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit F : V. — V une
application linéaire (i.e., un endomorphisme). On choisit n’importe quelle base By et on
définit

det(F) :=det ([F]y y). (6.7)

Cette définition est indépendante du choix de la base. En effet soit By une autre base. Par
la relation (5.13) et le corollaire 6.13, on a

det([F]@v,@v) = det([l]ﬂv,@v) ~det ([Flz,.2,) ~det([l]%/“@v) =det ([Flz, 2, )-

Corollaire 6.15 Soient Aj; € K"M*™ A1, € K"*™ Ayy € K272 Alors

A A
det< 61 AZ ) = det(A11) - det(A22).

DEMONSTRATION. Exercice. ]

8. Voir, par exemple, la section 5.13 dans le livre Nicholas Loehr, Advanced Linear Algebra, CRC press,
2014.
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6.4 Comatrice et formules de Laplace

Soit K un anneau commutatif et soit A € My, (K), n > 2. Onnote A(k,l) € M, 1) (n—1)(K)
la matrice obtenue de A en suppriment la ligne k et la colonne ¢ de A. Par exemple, pour

16 2 3 13
5 11 10 8

A=l 9 7 6 12 |’ 63)
4 14 15 1

on obtient
16 2 13 6 2 13
e SRR - g
4 14 1

Définition 6.16 Soit A € M,;»,(K) et n > 2. La comatrice [cofactor matrix | de A, notée
com(A), est la matrice B= com(A) € My, (K) dont les éléments sont donnés par

bij=(—1)"Vdet(A(i,j)), ij=1,...n (6.9)
Sin =1 on pose com(A) = 1. Les coefficients b;; de com(A) sont appelés cofacteurs de A.
Les facteurs (—1)"*/ dans (6.9) se peuvent lire dans la « matrice échiquier »
+ - +

7+7
+ -+

La comatrice de la matrice A de (6.8) est donnée par

—136  —408 408 136
—408 —1224 1224 408
408 1224 —1224 —408
136 408 —408 —136

com(A) =

On observe que com(A)T A = Acom(A)T = 0 pour cette matrice (non inversible). En général,
on a le résultat suivant.

Théoréme 6.17 Soit K un anneau commutatif et soit A € Myxn(K). Alors
com(A)TA =Acom(A)" = det(A) - .

DEMONSTRATION. On a évidemment le résultat pour n = 1. Alors, soit n > 2.
Soit A = (ay,az,....an), o0 ay,...,a, € K" Pour 1 <i<netl< j<nonconsidere
la matrice

B(ijo)=(ar ... aj_i|ae|aj - an), acK.
En posant
(12 i—1 i i1 - on
Vi1 i-2 i—1 i+1 -+ n )’
. 1 2 j—1 Jj j+1l - m
=1 1 j=2 j—1 j+1 o n )’
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on obtient

Pestigrf = (6 40 ) dee = (-1 el = (1)

Par le lemme 6.9 et le corollaire 6.15, on a
det (B(i,j,a)) = adet (A(i,j)) det(Pg) det(Py) = a(—1)""/ det (A(i, ).

D’apreés la définition de comatrice on a pour la matrice C = com(A)TA que

Cjk =

™

(—=1)* det (A(i,j)) aw = i det (B(i,j.ai)). (6.10)
i=1

i=1

D’apres la multlinéarité du déterminant par rapport aux colonnes, on a
cjk:det( ap ... aj | ay | aji1 o Gy )

Pour j # k la matrice a droite a deux colonnes identiques et donc cj; = 0. Pour j =k la
matrice & droite est égale 2 A et donc ¢;; = det(A). Alors com(A)T A = det(A) - I,..
Pour la relation Acom(A)T = det(A) - I, on utilise

Acom(A)T = (com(A)AT)T = (com(AT)TAT)T = (det(AT) ~I,,)T =det(A) -1,

ot I’on a utilisé que com(A)T = com(AT), ce qui se vérfie facilement. [

Comme corollaire du théoréme 6.17 on obtient la preuve du lemme 1.35.

Corollaire 6.18 Soit K un anneau commutatif et A € My ,(K). Les énoncés suivants sont
équivalents :
1) A est inversible.
ii) det(A) est inversible.
iii) Il existe une matrice X € Myx,(K) telle que AX = I,.
iv) Il existe une matrice X € Myx,(K) telle que XA = I,,.

DEMONSTRATION. 1) = ii) Voir le corollaire 6.13.

ii) = i) Par le théoréme 6.17, 1a matrice (det(A))~'com(A)T est Iinverse de A.

iil) = ii) On suppose que AX = I,. D’aprés le théoréme 6.12, det(A) det(X ) = det(AX) =
1. Alors, det(A) est inversible. On montre de facon analogue iv) = ii).

Les implications i) = iii) et i) = iv) sont triviales. [ ]
Une autre conséquence du théoréme 6.17 est la formule de Laplace, qui permet de bien
calculer le déterminant, surtout si des nombreux coefficients sont nuls.

Corollaire 6.19 (Formules de Laplace) Soit A € M,;,(K) etn > 2. Alors, on a
(i) le développement de A par rapport a la i-iéme ligne pour 1 <i<n:

det(A) = ¥ (—1)*a;;det (AGi,))),

™-

1

J

(ii) le développement de A par rapport a la j-iéme colonne pour 1 < j<n:

(_ 1 )i+jal'j det (A(laj)) .

™

det(A) =

1
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DEMONSTRATION. (i). Le i-i¢me élément diagonal de la relation det(A) - I, = Acom(A)T
donne

det(A) = ilaij(com(A))ij = il(—])iJrja,’jdet (A(l,]))

(ii). Le j-ieme élément diagonal de la relation det(A) - I, = com(A)T A donne

n

det(A) = il (com(A))l.jal-j = Z (f1>i+fal-j det (A(i,j))-

i j=1
u
(1 2 3)
Exemple 6.20 SoitA=| 0 1 2 |.Ledéveloppement par rapport a la premiere ligne :
3 1 4
detA = (—1)%detA(1,1) 4 (—1)*2-detA(1,2) + (—1)*3 - detA(1,3)
:det( 1 i )—2det( (3) i )+3det( (3) i )
=2-2-(—6)+3-(-3) =5.
Le développement par rapport a la premiere colonne :
detA = (—1)2detA(1,1) 4 (—1)*-0-detA(2,1) + (—1)*3 - detA(3,1)
=det( } i )+3det( % ; )=2+3=5.
Le développement par rapport a la deuxieme ligne :
detA = (—1)3-0-detA(2,1) + (—1)* - 1-detA(2,2) + (—1)° -2 - detA(2,3)
:det( ; i )—Zdet( ; f ):—5—0—10:54
¢

Théoréme 6.21 (Régle de Cramer) Soit A = (ay,az, ...,a,) € Myx,(K) une matrice in-
versible. Considerérons le systeme linéaire Ax = b pour b € K". Alors le solution du syséme
est donnée par x = (x1,... x,) avec

x'idet( a ... Cli,1|b|ai+1 a”)
o det(A) ’

1<i<n. (6.11)

DEMONSTRATION. Exercice. ]

La regle de Cramer n’est pas utilisée numériquement, parce qu’elle est trop coliteuse et
amene des erreurs d’arrondi catastrophiques.

6.5 Aspects pratiques
6.5.1 Calculer des déterminants

La commande MATLAB det calcule le déterminant d’une matrice A € My, x,(K), pour
K =RouK =C, al’aide de la décomposition LU

PA=LU,
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ou P est une matrice de permutation, L est une matrice triangulaire inférieure, dont tous
les éléments diagonaux sont égaux a 1, et U est une matrice triangulaire supérieure. Le
calcul de cette décomposition est proche du calcul de la forme échélonnée (vous en parlerez
en détail en analyse numérique). En fait, la matrice de permutation P est composée des
transpositions utilisées dans la réduction a la forme échélonnée. Alors on a que

det(A) = duiuxp - Upy,

ou on choisit le signe + si le nombre de transpositions est pair et —1 sinon.

6.5.2 Le déterminant et I'inversibilité

Le corollaire 6.18 pourrait suggérer que le valeur absolue du déterminant soit une bonne
mesure de la « bonne » inversibilité d’une matrice réelle. Par exemple, on pourrait conclure
d’un petit déterminant que la matrice est proche d’étre singuliere. On met en garde contre
telles conjectures ! En effet, la documentation de la commande MATLAB det dit:

DET Determinant.
DET (X) is the determinant of the square matrix X.

Use COND instead of DET to test for matrix singularity.
(Le commande COND calcule le nombre de conditionnement d’une matrice, que I’on va
voir en analyse numérique.)
Par exemple, on considere la matrice 7, = %In. Cette matrice est bien inversible, 7! =
2I,. Mais le déterminant devient trés petit pour des grandes valeurs de n: det(Tjp) =
27100~ 8.1073!. D’un autre coté on considére

1 -1 - =1
|
W, = € My, (K).
.
1

Malgré le fait que le déterminant se comporte bien (det(W,,) = 1), cette matrice est (numériquement)
difficile a inverser. L’élément (1,n) de W, ! est donné par 2”72, c’est ~ 3 - 10%° pour

n = 100. En faisant une petite modification de la derniere ligne de W,,, on obtient la matrice
singuliére suivante :

W B e

Pour n = 100, la différence entre les coefficients de la matrice inversible W, et ceux de la
matrice singuliere W, est seulement ~~2- 10739,
6.5.3 Interprétation géometrique du déterminant

Il y a une relation intime entre les déterminants et les volumes de parallélépipédes dans

R2, R3, R%, .... On peut facilement voir cette relation pour R?. Soit A = ( z g ) .On
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considere le parallélogramme déterminé par les colonnes de A :

! (%)

On note I’aire du parallélogramme (produit de la longueur de la base par la hauteur)
are{ ()5}
Y/ '\&8

) la base se situe sur I’axe des abscisses et on obtient

S R
T

Dans le cas particulier A = <

e (§)-(5)) =11

Pour tout vecteur (g) il existe une rotation Q = <

que

det( ‘3‘ g >}|det(ﬁ)|. (6.12)

cos¢ sing
—sin¢g cos¢

) telle que Q(g) =

(a), ¢ € R. On peut montrer que ’aire du parallélogramme n’est pas modifiée par la

0
rotation :
wief (5).(5)} =aire{ (5).(5)} 0 (5)=(5):
Par (6.12) on obtient
Aire{((;),(g)} — | det(A)| = | det(QA)| = |det(Q)| |det(A)| = |det(A)|,  (6.13)

ot on a utilisé que det(Q) = cos? ¢ +sin’ ¢ = 1.
La relation (6.13) se generalise en dimension quelconque :
SoitA € ded(R).
Alors le volume du parallélépipéde engendré par les colonnes de A est égal a | det(A)|.
On peut montrer ce résultat par la décomposition QR (en algebre linéaire 2).
Il existe une autre interprétation de (6.13): Un carré de longueur de coté ¢ est engendré

par (g), (2), de plus son aire est égale 4 /2. En transformant ce carré par la matrice

A= < (; B ) on obtient le parallélépipede engendré par (Za) 7 (ﬁ(ﬁs ) avec une aire de

0 by
|det(A)|¢%. Alors la valeur absolue du déterminant, |det(A)|, décrit 1a modification de 1’ aire
par la multiplication par A. On peut généraliser ce résultat a domaines quelconques Q C

R4

Q={Ax: x€Q} = Volume(Q) = |det(A)| x Volume(Q).

Cette formule joue un r6le important dans le contexte de I’intégration.
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F1G. 6.1 — Le logo EPFL (en noir), transformé par les matrices A; (en bleu) et A, (en
rouge) de (6.14).

Le signe du déterminant det(A) signifie un change d’orientation. Dans la figure 6.1 on
voit les transformations par les matrices

(7T (L) e

avec det(A;) = 3/4 et det(A2) = —9/8.



